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Пусть Хе = {Х(Аг), к = 0, 1,. . .} — однородная цепь Маркова со счет­
ным множеством состояний I, {0} е I, и матрицей переходных вероятно­
стей Ре = \\рс(i, j) II, г, j <= I. Здесь е — параметр серии, е > 0. Обозначим 
/о = I \ {0}, Р™ — Ирг (г, /) II, i, j s Io- Введем при каждом е > 0 незави­
симое от Хе семейство независимых в совокупности случайных величин

= {/е (Z, m.), lEzIt» №<=1, к = 0, 1, . .

распределение которых не зависит от индекса к. Пусть

Ve(J) = min {к: Хс(к) — 0, Хе(0) = /}, / е Е>.

Будем изучать предельные распределения случайной величины
v£O)-l

Се (/) = 3 Л"’ (Xz Хг (к + 1)), ХЕ (0) = j,
/го

когда вероятность выхода из Zo стремится к нулю при е->0. Такая схема 
была впервые рассмотрена В. С. Королюком (*). Отдельные результаты 
для цепей с конечным числом состояний были получены в (2_4). Класс по­
лучаемых здесь распределений указывался также в (5~7), что естественно 
обусловлено рассматриваемыми там задачами.

Пусть матрице Р = Iim Р[о) соответствует конечное число возвратных 

классов <1>, <2>,..., <г>. Обозначим

Л W = II Peft) (г,/) II, г,/е<А>, k=i,...,r,
где

Р^ (i, 7) = Рг (i, j) (1 — 3 Л (0 О) Г«
1&к>

Зафиксируем в каждом классе <Л> по одному состоянию (к) и
обозначим через p®(Z), е <&>, математическое ожидание числа попада­
ний в состояние {1} между двумя последовательными попаданиями в со­
стояние {Y(S>} Для цепи с матрицей Ре(к), к = 1,. . . ,г. Положим

Щ (к, 0=3 3 Р^’ ("0 Pz П)’ 
m&ky п&1>

к = 1, . . ., г, 1=0,...,г, k=f=i, uz {к, к) = 0

(множество <0> состоит из одного состояния {0}).
Предположим, что для каждого к — 1,. . . , г

Uz (к) = 3 “е (X 0—^0, Ue(fc)=jfaO, (1)
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lim uz (к) 1
E—*0
?v-*o

3 2 P^ Pe (/W^)>
m>N n&.ky

h) = 0, (2)

где {m,kl} e <Л>, причем <&> = {1(A), 2(ft), 3(!1),...}.
Пусть <co> = <1, 2,..., r> — множество состояний с матрицей перехо­

дов иг = \\щ(к)-'ие(к, 2) к,1 = 1,.. . , г.
Определение. Множество состояний <jco> назовем s-множест­

вом (сообщающимся множеством), если для любых к, I е <ы> 
ps(k, Ка» 1 при е->0, где pe(k, I, <со>) — вероятность попасть из {к} 
в {2} прежде, чем цепь выйдет из <со> (в (2) для этой цели был использо­
ван несколько неудачный термин «группа» и там же и в (3) был указан 
алгоритм, позволяющий проверить, образует ли <со> s-множество).

Положим

й'е = 2 (к) ие (к, 0) щ (к) г,
/г=1

где qs(k), к — 1,...,г, — стационарное распределение для цепи с мат­
рицей

СК = ||щ(/с, I) (иг{к) — ие(к, 0))~lII, к, I = 1,..., г.
Обозначим

фе(2, т, к) = ЛГехр {1к^>^} (I, т)}, 1(=10, т<=1.
Теорема. Пусть — образует s-множество, при каждом е > 0, 

к = 1,..., г, цепи с матрицей Ре(к) соответствует один возвратный класс, 
выполнено (1), (2), gz =#= 0, ge -+■ 0, каждое подмножество (к), к = 1,..., г, 
имеет конечное число входов, т. е. существует лишь конечное число ин­
дексов i[k\ . . . , irkk\ in} е <Л>, 1 п rh, таких, что pe(l, I ,) =^= 0

при I е для всех е > 0, и существует нормирующий множитель ре та­
кой, что

Нт аЕ (2, т) (ф£ (2,/те, X) — 1) == aZm (\), т<=1, (3)
f--»o

где aim (л) — логарифмы характеристических функций некоторых безгра­
нично делимых законов, 0 \aim (Л) | < оо, а

W)-1 пРи 1> т-- <к>’
адг пРи т<={п'),

n=t=k, к, п = 1, . . г
1 при т = 0, 2 SE /0;

и кроме того для каждого <Л>, к = 1,..., г, и т е <&>, т =£ 0,

2 P(fe)(2)p(Z, rn)[alm (а)! < (4)

для любого lw е <&>, I = 1,..., 2,...,
lim qz (к) {gus {к))'1 2 РЕ (2W, пт) | q;£ (lw, п(к), X) — 11 = 0, (5)

n>N
Л-->00

и
ОО

Ит qjk)(gt^ (к))-1 2 Р?^) 2 Ре G(fe>’ «(m>)lTe(/W’ «(т)> Z) - 1 I = 0- 
1>N п=1Л —>ос

(0) 
к, т — 1,. . ., г.
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Тогда независимо от j е 70
lim М exp (/)} = -ф (Л.) (1 — Л (X)) Ц
£<-*Э

где
Г

А. (X) | 41^т (А.) Дсп1,
k, m—1

(?)

(8)

Лт(Х) = 2 2 Pw(l)P(l,n)aln(X),
l&k7 netm)

Ukm = llm ue (#) 1 иг (fi, Hl),
6-»3 '

I lim pz {I, n) при

lim t/e (£)_1 pz (I, n) при
E-O

pw(Z) = limp'A) (Z),
£—*0

Z, n EE <Zc>, к = 1, . . r,

Z tn \ky•) tt ■ '\^У?

где

r
(4 = 2 PAh <x),

*=i
(9)

4'aGO = 2 Pk(l)(aio(^)— 1), =
l&k;

Pk = Ji™ E (*) g^F1 ?£ W lP °),

Pk (0 = Hm и, (k, Of1 pW (Z) p^ (I, 0).
£—*0

Замечание. Введенные величины имеют простой вероятностный 
смысл: и„(к, I) —усредненная вероятность перехода из </с> в <Z> за один 
шаг, g8 — усредненная вероятность выхода за один шаг из <со>, йкт — пре­
дел условной вероятности того, что цепь за один шаг перейдет в <»г) при 
условии, что опа вышла из <&■>, р* — предел вероятности того, что цепь по­
падет в {0} из класса </с), и при этом условии рк(1) — предел вероятности 
того, что выход в {0} произошел из состояния {Z} е </с>, а ф (л) - харак­
теристическая функция предельного распределения величины, которая до­
бавилась при переходе от 10 в {0} (фл(А) —предел характеристической 
функции условного распределения этой величины при условии, что выход 
в {0} произошел из класса <&)).

Киевский государственный университет Поступило
им. Т. Г. Шевченко 23 1X1971
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