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К УРАВНЕНИЯМ В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБЛАСТЯХ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 24 IX 1971)

Пусть й — ограниченная в Rn область, 0 = {q = о — 1х; а е /?', 
т 0}. Рассмотрим в Q X X 0 однородную по переменным g ей" и 

■ q е 0 степени единица, бесконечно гладкую по g, х и аналитическую по q 
комплекснозначную функцию р0(х, g, q). Через Р(х, D, q) обозначим псев- 
додпфференциальный оператор (п.д.о.) с параметром (см. (*,3)) с главной 
частью символа р0 (х, g, (?), z е й, g е Rn, q е 0.

Определение 1. П.д.о. Р с параметром называется оператором 
главного типа, если для любых (х, g, q) е й X ЙЕ" X 0, | g | + | q | Ф 

0, справедливо условие
I grad-. р0 (х, g, q) | -k | ~ р0 (х, g, q) | 0. (1)

Предварительно рассмотрим вспомогательное
Утверждение 1. Пусть ря(х, g, q) — главная часть символа п.д.о. 

■с параметром первого порядка. Предположим, что в тех точках 
(х0, go, qB) (= й X Rn X 0, Цо | +1 q<> | =/= 0, в которых ря (хв, g0, ?о) = 0,

Ро (х0, g0, 7о) 0- (2)

Тогда существует такая окрестность U точки (х0,^, q0), что справед­
ливо разложение

Ро (х, I, q) = (q — kou (х, g) — (х, g)) pln (х, g, q). (3)

Здесь kBuk(x, g), k = 1, 2, — вещественные функции первого порядка одно­
родности по g класса С°° по х и % в U, р0'(х, g, q) — аналитическая по q, 
бесконечно гладкая по g и х, однородная по g и q нулевого порядка функ­
ция. причем ЦоД^о, go, Цо) -/= 0.

Доказательство утверждения 1 следует из известных результатов, ка­
сающихся нулей аналитических функций.

В случае, когда функция ря(х, g, q) —комплексозначная при вещест­
венных значениях параметра q, введем дополнительное предположение 
(см. С), § 8, 5; (8)).

Определение 2. Будем говорить, что п.д.о. Р, зависящий от пара­
метра, имеет нормальную главную часть, если в некоторой 
окрестности U точек (х, g, q) е й X ЙЕ" X 0, |g| + |g| #= 0, таких, что 

ря (х, g, q) = 0, grad6p0(x g, q) ¥= 0, (4)
существует такая бесконечно дифференцируемая функция а (х, g, о, т), 
тей, g е Rn, о е R'. т 0, однородная степени ноль по g, о и т, что вы­
полняется условие

п
Im S -JTTPo (х, В, О) (х, В, о) > RepoGo В, о)а(х, g, о, 0). (5)

7=1 3 3
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Теорема 1. Пусть Р— п.д.о. с параметром первого порядка главно­
го типа с нормальной главной частью. Предположим, что в тех точках 
(л 0 ЕЙ X fid X 0, 1g| + | q | 0, где р0(я, £, 7) = О, либо выпол­
няется условие (2) и в разложении (3) гкОиг(х, g) Ез 0, либо выполняется 
условие (4) и

п
Im 3 ^77 Ро ?> 7) з|т- То (z, L 7) > о, (6)

7=i J' ■’

когда точка (х, g, q) такова, что Im q X(tu

(?)
когда точка (х, g, q) такова, что Im q = 0.

Тогда найдется такая постоянная С, что выполняется неравенство

(8)

па-
<)ля и <= Со“ (й), если —Im q = т Xй т0 > 0.

Замечание. В случае, когда Р — дифференциальный оператор с 
раметром и коэффициенты его главной части вещественны, условия (6) и 
(7) теоремы являются необходимыми. Необходимость условия (6) доказа­

на в (8) (см. также (5), § 8.2). Для доказательства необходимости усло­
вия (7) используется пробная функция ик = еа“<х)ф (хк'б), X > 0, ш(х) е 
еС"(й”), £ Со’ (/( ), причем вещественная функция w выбирается
так, чтобы w(x) = (ж, g0) + о( |ж|), ж—>-0, и в качестве параметра q рас­
сматривается q = Х(о0 — £Лг1/2). Здесь и ffjEfi1 таковы, что

О И~,. р0(х, go, Go) = 0.

случае можно показать, что если выполняется оценка (8)

Цо(ж, go, По) =

В этом же 
с заменой в левой части т на т2, то уравнение р<>(х, g, q) = 0 имеет лишь 
простые вещественные корни по переменной q, что соответствует случаю 
Л0[?(ж, g) — 0 в терминах разложения (3).

Для любого гЕЙ могут осуществиться три случая: 1) для любых 
)Efi= и (/ей | g| + | q | =/= 0, р0(х, g, q) 0; 2) существуют такие

g е 7?" идей, что р0(х, g, q) =0, но р0(х, g, q) Ф 0; 3) существуют 

такие |е//с и q е 0, что Pt>(x, g, q) = 0, po(x,%,q)=O, ’но

l,q) о, к = 1, 2,... , п.
В первом случае неравенство (1) следует из эллиптичности оператора 

Р (см. (3)). Поэтому основной интерес представляют случаи 2 и 3. Рас­
смотрим случай 2. Введем п.д.о. с символами ip3(g/|g|, q 11 q |), где 
{i|?,(g /|g|, q /1 <7 ]}—достаточно мелкое разбиение единицы на сфере 
I ё I + I q I = 1- В силу утверждения 1 в некоторой окрестности U точки 
(ж, g, q) е Q X HP X 0, |g| + |<?| =0-0. справедливо разложение (3). 
Пусть / = 1, 2,.... N таково, что Supp П Z7 - 0. Умножим уравнение 
Ри = f на п.д.о. с символом ipj(g/ |g|, q / |д|), тогда, используя разложе­
ние (3), получим (см. (6))

(// — — i?4j) + Т^и, и G С (И), (9)

причем ord Sj -- 0, ord ТSl Х- 0.
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Умножим скалярно (9) в Ь2 на обозначая (u, v) = J u-v dx, и 
возьмем мнимую часть полученного выражения с противоположным зна­
ком; тогда

Im ((<? — — ilgj} ipyiz, труп) = ((т 4- 2ioi) T;w) > т || труп ||(20) — Сг || ^,и ||^0).
(Ю>

Мы здесь воспользовались уточненным неравенством Гординга (см. (’))• 
Из (10) следует оценка

Im (Sjf, tpyu) — Im (Тни, ip;u) > т |j гр?-м ||20) — Сг || ipyw ||(0),

откуда, используя неравенство Коши — Буняковского и в силу ограничен­
ности в L2 п.д.о. Sj и Тц, получим при достаточно больших т неравенство* 
(8) для и <= Со”(К).

В случае (3), рассматривая точно такое же разбиение единицы, как и 
во втором случае, и используя неравенство

IIР (Tj“) 11сэ) > 2 (F

где F — п.д.о. с символом старшей части

Со (х, а, т) =
п __________

== Im S -fe- А) (х, Ъ, q) р0 (х, q) — Re р0 (х, g, q) а (х, g, с, т),

и неравенство т“‘С0(^, £, а, т) > 0, которое следует из условий (6) и (7), 
получим, учитывая (5), оценку (8) так же, как это сделано в (8).

Пусть G+ = Й X {t 0}. Рассмотрим пространство L2y(G+) функций 
и (х, t), определенных в области G+, обращающихся в ноль при t < 0 и та­
ких, что функция и(х, t) e~yt, у> 0, суммируема с квадратом при почти 
всех х е й и и(х, t) eL2(Q) при почти всех t 0.

Каждому дифференциальному оператору с параметром Р(х, Dx. q) мож­
но сопоставить оператор Р(х, Dx, Dt) заменяя формально параметр q на

Оператор Р(х, Dx, q) будем называть соответствующим оператором с па­
раметром к оператору Р (х, Dx, Dt). Не ограничивая общности, далее пола­
гаем, что оператор Р первого порядка.

Теорема 2. Пусть Р(х, Dx, Dt) — дифференциальный оператор. Пред­
положим, что соответствующий ему оператор с параметром имеет нормаль­
ную главную часть и удовлетворяет всем условиям теоремы 1.

Тогда для любого действительного числа s существует такое числа 
у > 0, что если

Р (х, Dx, Dt) и (х, t) 'X L2y (G+), Supp и (х, t) cz К х {t 0},

К — компактное множество из Й и и(х, t) е H(s) (й) при почти всех i^0, 
то и(х, t) и существует такая постоянная Gs,k,v, что выпол­
няется оценка

J J | и |2 e_2Y' dx dt Cs, ft, Y Ц \P (x, Dx, Dt) и |2 e~w‘ dxdt.

Следствие. Пусть выполняются все условия теоремы 2 и щ, и2 — 
такие функции, что при почти всех t 0, щ, и2 е Н(d) (Й) (d — любое 
действительное число). Предположим, что в некоторой окрестности боко- 
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■вой границы цилиндрического множества й X {t > 0} и для любой функ­
ции ~/(х, t)

P(x,Dx,Dt)uh = f(x,t), k = 1, 2, (x, t) e= Й X {t > 0},

ux | = w2 | , x £E
(=0 t=o

Тогда u,(x, t) = u2(x, t), (x, t) e {fi X i 0}.
Доказательство теоремы 2 использует результаты теоремы 1, методы, 

развитые в (2), и технику осреднения из (4), § 2.2.
Обозначим через L2T(G+) пространство, двойственное относительно рас­

ширения формы

^u-ve-^dxdt, u^C"(G+), v (= Со°° (G+), (И)

к пространству L2°'I(G+).
Пусть Ру(х, Dx, Dt) —оператор с символом Р(х, ■£, q — 2iy). Через 

Р* (х, Dx, Dt) обозначим оператор, сопряженный к оператору Ру(х, Dx, Dt) 
относительно формы (11). Справедлив следующий результат.

Теорема 3. Пусть у — достаточно большое положительное число. 
Предположим, что выполняются все условия теоремы 1.

Тогда для любой функции f(x, t) е Z2V(G+) можно найти такую функ­
цию и(х, t) g= L2 (G+), что Р* (х, Dx, Dt)v(x, t) = f в GA, Gi+ = Q, X 
X {i 0}, Qi — открытое множество в Q, ГД <s= Q.

Пример. Пусть P (x, Dx, Dt) — однородный дифференциальный опе­
ратор первого порядка, гиперболический по И. Г. Петровскому (см. (4)), 
Р(х, S, q) —символ. Через P(q> (х, Dx, D.) обозначим оператор, построен­
ный по символу Plq) (х, g, q) = -^Р(х, g, q). Пусть Q — ограниченное в Rn 

множество, содержащее начало координат, и a(x)^C°°(Q) такая, что 
а(0) = 0, но существует k = 1, 2,... ,п такое, что да (0) / дхк > 0.

Рассмотрим оператор

А (х, Dx, Dt) = а(х) Р (х, Dx, Dt) — у АГ D*’ Dt))-
k

Непосредственной проверкой можно убедиться, что выполняются условия 
(6) и (7) для оператора с параметром, соответствующего оператору 
А (х, Dx, Dt) и, следовательно, применимы результаты теорем 2 и 3.

Автор выражает благодарность В. В. Грушину и Г. И. Эскину за вни­
мание и полезные советы.
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