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(Представлено академиком И. Н. Веку а 5 X 1971)

В работах (*,2) был предложен метод исследования двумерных сингу­
лярных интегральных уравнений вида

(1)
фсо) = a(z)co(z) -|-&(z)co(z) -)- с (z)S( со) + d(z)>S'(co) +

+ a0(z)T(a) -J- b0(z)71(co) = g(z)

для ^случая b(z) = c(z) = a0(z) = b0(z') = 0, |a(z) |2 — |d(z) |2 0,
zeG, С = (?+уи для случая 6(z) = d(z) = 0, |a (z) |2 — | c(z) |2 0,
z e G, где G — ограниченная область в комплексной плоскости z, граница 
которой у состоит из конечного числа замкнутых, непересекающихся кри- 

| с- со (Q dG^
вых Ляпунова, А (со) = -—у —сингулярный интегральный опера-

1
тор, а Т (со) =---- —

G
В настоящей работе

условиях
б(z) = |a(z) — c(z) |2 — | &(z) — d(z) |2 =5^ 0, z i= G, 
А(г) = (|ф) I2- |fe(z) P - |c(z) |2 + |d(z)J2)2 — 

— 4|a(z)d(z) — b(z)c(z) |2 > 0, z e G.

оудет рассматриваться оощее уравнение (1) при

(3)
При этих условиях уравнение A2 + 2Re p4(z)-л|рф) |2—|p2(z) |2 = 0, 
где Pi (z) = (z) {21m [«(z)c(z) — b (z)d(z) J +j£|a(z) |2 — | b(z) |2 - -
— jc(z) |2 + |d(z) |2)}, p2(z) = 2fd~1(z) [b(z)c(z)—a(z)d(z)] имеет в G 
комплексные корни Xi — a(z), л2 = 2v(z), причем, не ограничивая общно­
сти, можно считать ImA(z) <0в G. Однородная система уравнений

(Лpi(z)) а + p2(z) |3 = 0, p2(z)a + (Х +pi(z))p = 0 (4)

при к = K(z) имеет единственное линейно-независимое нетривиальное ре­
шение a = a(z), р = P(z), причем легко убедиться, что

| a(z) |2 — | P(z) |2 0, z е G. (5)

Введем в рассмотрение функции, определенные в G:

q0(z) = (A(z) + г) (T(z) - - j)~‘,
(z) = 6-*(z) {czo(z) [a(z) — c(z)J — b0(z) [&(z) — d(z)J),

?Ф) = б~ф) {50(z) [a(z) — c(z)J — aQ(z) [b(z) — d(z)]},
A:(z) = (1 + u(z))-1 (| o!(z) |2 — | p(z) |2)~1{a(z) (az — go(z)a2) —

— ₽(z) (p2 — 7o(z)₽z) — [71 (z) |a(z) |2 —gi(z) |P(z) |2 —
— 2ilm (q2(z)a(z)p(z))]},

Bu (z) = (1 - ib (z))-1 (| a (z) |2 — I P (z) I2)-1 {a (z) (P- - - q0 (z) Pz) —

- p (z) (a- — q0 (z) a.) — [q2 (z) a2 (z) — q2 (z) P2 (z) — 2ia (z) P (z) Im q± (z)]},
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2f0 (z) = 6-‘ (z)(l + H (z)) {[a (z) (a (z) - c (z)) -
— ₽(z) (b(z) — d(z))]g(z) — [a(z) (&(z) — d(z)) —

— ₽G) (a(z) — c(z))]g(z)},
2ф- = <px + iqjj,, 2фг = фх — iq>y.

Так как Im X(z) < Ов G, то | g0(z) | const < 1в G.
Обозначим через G — дополнение области G до полной плоскости. Рас­

смотрим следующую краевую задачу.
Задача 1. Найти регулярные в области G решения эллиптического 

уравнения
Ф~ — ?о(г)фг — Л0(г)ф — 50(г)ф = /0(г), (6)

принадлежащие классу CV(G), аналитически нродолжимые в область G~, 
исчезающие на бесконечности и удовлетворяющие на у краевому условию

<Р+(*) = +р(£)ф-(О, (7)
где ф+(£), ф_(^) —соответственно контурные значения функции ф(г) из 
областей G и G~.

Сопряженной к задаче 1 является
Задача 1*. Найти регулярные в области G решения эллиптического 

уравнения
— 4'7 - (9о (') T'h - Л (z) Т ~ 5о (z) Ч = и. (8)

принадлежащие классу CV(G), аналитически продолжимые в область G-, 
исчезающие на бесконечности и удовлетворяющие на у краевому условию

0(i)a(i)^+(^—0(i)₽(^)’T+(ij =h(s)^~(i), (9)
где 0(f) = t'(s) + f = i(s),— параметрическое уравнение кон­
тура у.

Сингулярное интегральное уравнение

£‘(x)^(z)x(z) i- b (z) х (?) + г* С (£) Х Х (° dGz -
G'

_ ± G а° G)х + bn h) X (0 dG^ = 0 (10)
я к 5 2

назовем сопряженным ио отношению к уравнению (1). Легко видеть, что 
операторы К и К* удовлетворяют условию

Re J J х (z) & (®) dGz = Re J j o>(z) K* (x) dGz.
G G

Отсюда следует, что условие Re J j g (z) x (z) dGz = 0, где x(z) — решение
G

уравнения (10), является необходимым для разрешимости уравнения (1). 
Лемма 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) принадлежат классу 

С1 (G) П CV(G), 0 < v < 1, правая часть принадлежит классу LP(G), 
р > 2. _

Тогда, если w(z) —решение класса CV{G) уравнения (1), то функция 
ф(г), равная a(z)T(со) + |3 (z) Т(со) в области G и Т(а) в области G~, будет 
решением задачи 1.

Обратно, если cp(z) —решение задачи 1, то функция со (z) = и- будет 
решением уравнения (1), где u(z) = (|a(z)|2—| |3(z) |2)~1(а(г)ф(г) — 
— (3(z)ср(z)) при z е G и u\z) == ф(з) при z е G~.

Лемма 2. Для того чтобы функция x(z) С1 (G) f| CV(G) была ре­
шением сопряженного уравнения (10), необходимо и достаточно, чтобы 
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функция ф(г), равная (1 + iX(z)) (Ja(z) |2 — | fj(z) |2) ~‘{[a(z) (a(z) ~
— c(z)) —P(z) (b(z) — d(z))]%(z) + [a(z) (6(z) — d(z)) — P(z) (a(z) —
— c(z))lx(z)} nPu z G, голоморфная в G~ и исчезающая на бесконечно­
сти, была решением задачи 1.

Леммы 1 и 2 доказываются по схеме, указанной в (').
Используя частное решение /*(z) уравнения (6), можно считать урав­

нение (6) однородным (/o(z) =0), а краевое условие неоднородным:

Ф+(0 = a(O<P_(£) + РОчПО — МО-
Задачи 1, 1* являются частными случаями задач, изученных в (3).
На основании лемм 1 и 2 получаем следующие теоремы.
Теорема 1. Если =/= 0, t & у, то однородные уравнения

= 0, К* — 0 могут иметь лишь конечные числа к, к' линейно­
независимых решений, а для разрешимости неоднородного уравнения 
К(а>) = g(z) необходимо и достаточно, чтобы

Re JJ g(z)%j (z) dGz = 0, O^js^k',
G

где {/j(z)} —полная система линейно-независимых решений уравнения 
#*(х) =0.

Теорема 2. Если a(t) =# 0, t Еу, то индекс уравнения (1) вычис­
ляется по формуле к — к' = 2 IndTa(£) = n_1{arg a(0}v

Пусть |a(f) | > ||3(i) I, tEy. Тогда замечая, что краевое условие (7) 
эквивалентно краевому условию Римана <p+(i) = а,(£)ф_(0 с измеримым 
ограниченным коэффициентом a*(7) = аС) [1 + (а(ОФ_(О)_1Р(Оф”(О L 
на основании приведенных лемм убеждаемся, что справедлива

Теорема 3. Если | a(£) | > | P(i) |, то однородные уравнения 
К (а) = 0, К* (х) = 0 не имеют нетривиальных решений, а неоднородное 
уравнение (1) безусловно разрешимо.

Известно, что в теории сингулярных интегральных уравнений по кон­
туру между уравнениями первого и второго рода не имеется качествен­
ных различий. Однако между уравнениями первого и второго рода вида (1) 
имеются качественные различия. Пусть уравнение (1) есть уравнение 
первого рода: a(z) = &(z) = 0, zeG. В этом случае условия (2), (3) 
сводятся к одному неравенству |c(z) |2— |d(z) |2 =Н= 0, z е G, причем 
p,(z) = —i, p2(z) = 0, A(z) = —i, и мы получаем a(z) = 0, f>(z) = 1. 
Следовательно, задача 1 сводится к задаче нахождения функции <p(z), 
удовлетворяющей в G уравнению

Ф? = Л1(г)ф + В1(г)ф, (И)
голоморфной в G~, исчезающей на бесконечности и удовлетворяющей крае­
вому условию

ф+(0 = ф_(0 — А(0, (12)
где ___ ___

Ai(z) = 2_i(|c(z) |2 — \d(z) |2)-1(a0(z)c(z) — &0(z)d(z)), 
5,(z) — 2~I(|c(z) |2 — \d(z) |2)-‘(&0(z)c(z) — a0(z)d(z)).

Вводя в рассмотрение функцию Ф(г) = <p(z)es(2> при z <= G и Ф(г) = 
= cp(z) при z е G~, где s(z) = Т(Л1), убеждаемся, что в области G Ф(г) 
удовлетворяет уравнению

Oj = v(z)^), (13)
голоморфна в G~, исчезает на бесконечности и удовлетворяет краевому 
условию на

ф+ (t) = e-s(O Ф- (£) — e-s(6ft (f), 
v(z) =Bt(z)exp(—2ilms(z)).

(14)
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Пусть G— односвязная область. Решение уравнения (13) в области G 
представим в виде (2)

Ф (z) = S (О М (t, z) ds + СФ* (z), (15)

у
где y.i(Z), С — вещественная функция и вещественная постоянная
M(l, z) = *v (z) In (1---- Н + Al* (t, z), причем M*(t, z) — достаточ-

ju \ t /
в точке t = z особенность

представим
но гладкая функция, имеющая, быть может,
ниже логарифмического типа, а в области G~ функцию Ф(г)
в виде интеграла типа Коши с вещественной плотностью Ф(г) — 
_ 1 f Иг (i)di m
—2лГ 1 t — z- Тогда краевое условие (14) приведет к следующей систе- 

г
ме сингулярных интегральных уравнений по контуру у относительно век­
тора ц(6) = (щ(0, iiz(t)):

А° (О I1 (О + И <т’ 111 - 4) dx +
Y Y

+ и (х> кЫ (т’ 1п 4 ~ т)dx + \ <т) К'’ (*’ dx = h (16) 

Y Y

где Л°(£) = (4Ч°), 5°(0 = (Д/), A’(!)(r, t) — (К(У) —квадратные мат­
рицы второго порядка с элементами Ац° = 1, Л,,'1 = Ree~s(1), A2i° — О, 
Л°2 = Ime^) О, В°12 = i Ime^, В^= i, В^= i Re e’s(f), (r, t) =
= — ir'(s)Imx [x'(s)v (t)], Кд (x, t) = ix' (s) Re [x' (s) v (£)], &Ф = = 0. Как
легко видеть, система (15) не является системой нормального типа, однако 
она принадлежит к типу изученному в (4): здесь rang Л°(£) rangR°(f) = 1. 
Используя результаты работы (4) и леммы 1, 2, получаем следующую тео­
рему. ____ ____

Теорема 4. Если a(z}=b(z)=0 и b0(t)c(t) — a0(t)d(t) =А= 0, 
t еу, коэффициенты уравнения (1) принадлежат классу CV2(G), а правая 
часть принадлежит классу CA(G), то в классе функций CV(G) уравнение 
(1) нормально разрешимо, а его индекс вычисляется по формуле

к — к' — 2Indv[50(i)c(i) — a0(t)d(t)] — 3.

В случае a (t) =А= 0, i £ у, можно показать, что если коэффициенты 
уравнения (1) принадлежат классу C2(G'), а правая часть принадлежит 
классу CV‘(G), то решения уравнения (1) вкладываются в класс 67(6?). 
В этом смысле уравнение (1) является коэрцитивным. Однако в случае 
уравнения первого рода (1), коэрцитивность нарушается и в классе 
оно не является нормально разрешимым, причем однородное уравнение 
при &0(6)с(7) — a0(6)d(i) = 0, t sy, может иметь бесконечно много ли­
нейно-независимых решений даже в классе C'V(G). Если G — круг [z| <1, 
то 5(zft) = 0, а для разрешимости уравнения ^(со) = g(z) необходимо и 
достаточно, чтобы fj* S(z)zkdGz = 0, к = 0, 1, 2, .. .

i?l<i
Отдел математики с Вычислительным центром Поступило

Академии наук ТаджССР 29 1X1971
Душанбе
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