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Пусть ЬДЙ3) — банахова алгебра (относительно свертки) всех сумми­
руемых по мере Лебега функций на R'. Для f .&К(ТТ) Z(j) — {х е R3: 
f(x) = 0}, где / — преобразование Фурье функции /. Если I — замкнутый 
идеал для £?(й3), то его спектром называется замкнутое множество 
Z(Z) = rw).

В настоящей работе изучаются замкнутые идеалы, спектр которых 
есть единичная сфера S2 = {х ^Rs: |а:| =1}.

Известно (*), что S2 не является мпожеством спектрального синтеза, 
т. е. из условия Z(JT) = Z(E) = S2 не следует, вообще говоря, что 
/, = I,. Пусть I(S2) = {/ s Ll (R2) : / = 0 па 52} и

J(52) = {/е£’(К3): / = 0в окрестности 52}.
Тогда (2) I(S2) и 7(52) —замкнутые идеалы, Z(Z(52)) =Z(J(S2)) = S\ 
I(S2) =A= J (S2) и, если I— любой замкнутый идеал co спектром S2, то 
1 (S2) c^IcxI(S2); поэтому J(S2) и I(S2) —наименьший и наибольший 
идеалы среди идеалов со спектром S2. Пусть SO(3) — группа вращений для 
К ; для /ее/2 (/>’’) nseSO(3) через sf обозначим функцию, заданную 
формулой sf(x) = f(sx). Идеал I называется п н нар и а и т н ы м, если для 
любых Уе/иее SO(3) имеем sf е 1. В (3) доказано, что среди замкну­
тых идеалов со спектром S2 только I(S2) и 7(S2) являются инвариантными. 
Ниже приводится описание этих идеалов в терминах псевдомер специаль­
ного вида.

Пусть ц — нормированная 
мера, сосредоточенная на 52, Yik

к целое, |&| ^1), = У.чЩ и

инвариантная относительно вращения
— сферические функции (Z = 0, 1, 2,. . .;

Эра; k
---- 2—' где дифференцирование 

dr‘J
понимается в смысле теории обобщенных функций. Используя соотно­
шение

27Т 77
X ^\E<x’y>Ylk(a, Р) sin pda dp = (х .,л)‘2 (f. е)(гр)",;2/ги,(гр),

о о
где в сферической системе координат х — (г, гр, 0) и у == (р, а, р), 
и асимптотические свойства функций Бесселя, можно доказать, что среди 
обобщенных функций pt!fi и v;ip (р = 1, 2,. ..) псевдомерами являются 
только |T»t и Viti, причем только ц .ь синтезируются (в том смысле, что ц», 
принадлежит слабому замыканию подпространства мер, сосредоточенных 
на 52). Кроме того, имеет место следующая

Теорема 1. /(S2) есть анндлятор для {ц(к: I = 0, 1,. . . ; к целое, 
| к Z}, a J(S2) —атшулятор для дц-,. ! di". Z = 0, I, . . . ; к целое.
I*

Теорема 1 и результаты Варопулоса (3) подсказывают конструкцию 
некоторых промежуточных идеалов. Пусть 0<г1<1<г2<оо, 
f0,&Ll(R2) такая, что /0 — зависящая только от радиуса гладкая функ­
ция, /о = 0 вне [Ti, г2], /0(1) = 0 и /о'(1) =/= 0. Тогда /о е Ц^2), f0^J(S2). 
Рассмотрим наименьший замкнутый идеал I, содержащий J(S2) и /0. Ясно, 
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что Z(Z) = S2, I =/= J(S2) и I инвариантный. Поэтому I = I(S2). Рассмот­
рим гладкую функцию h на [0, оо) такую, что в окрестности 0 и оо h — О 
и h — 1 на [п, г2].

Пусть Е-- замкнутое подмножество сферы S2, L(E) czL'^R3) состоит 
из функций g таких, что g(x) — g(r, ср, 6) = ф(ф, 6)й(г), где ф (S2),
4' = 0 на Е. Рассмотрим М(Е) = L(E) */o4~Z(52). Тогда М(Е) — замк­
нутый идеал. Действительно, достаточно доказать, что L(E) *f0 + 7(S2) 
выдерживает свертку с функциями из плотного подмножества для Ll(R3), 
состоящего из конечных линейных комбинаций функций Д таких, что 
fi(x) =-ф1(<р, 6)Л.1(г) и hl гладкие. Пусть / = g*f0 + q, где g ^L(E), 
q .e J(S2). Существуют /2, /з e L1 (7?3) такие, что

/2 = Л1(1) ффД == ффД/ii —/ii (1)) ^.

Ясно, что ft* g = A + /3. Кроме того, /3 = 0 на S2, поэтому f3<^I(S2), 
а /3*/о е J(S2), так как P(S2) сЖ). Следовательно, /1*/ = А*Л + 
+ /з*/о + fi * q^'J (S2), т. е. fi*f^L(E)*
* f0J (S2). Таким образом, М(Е) —замкнутый идеал. Легко видеть, что 
J (S2) cz М(Е) cz I(S2). Поэтому Z(M(E)) = S2. Можно доказать, что 
в крайних случаях М(ф) =7(S2), M(S2)=J(S2). Кроме того, имеет 
место

Теорема 2. Если Et, Е2 — замкнутые подмножества S2, Et=^E-. то 
М(Е1)¥=М(Е2).

Эта теорема позволяет построить много промежуточных идеалов. Да­
лее, по аналогии с ЦЕ), определим La(E) с помощью функций g, для 
которых g = iph и ф = 0 в окрестности Е. Пусть

М, (Е) = Lo (Е) * /0 -|- J(52),

М0(Е)—замкнутый идеал и Z(M0(E)) = S2. Ясно, что М0(Е) <z: М(Е). 
Можно доказать, что если Е состоит из одной точки, то М0(Е) =М(Е).

В заключение отметим, что при п 3 имеется точно — 1)] + 1
различных инвариантных замкнутых идеалов со спектром Sn~l = 
= {x^Rn\ |rr| = 1} (3).

Основные результаты этой работы легко распространяются на общий 
случай п 3. Это позволяет построить промежуточные замкнутые идеалы 
между соседними инвариантными идеалами со спектром Sn~l.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 5 VII 1971
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