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МАТЕМАТИКА

В. М. АЛХИМОВА

НАИЛУЧШИЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ 
С РАВНООТСТОЯЩИМИ УЗЛАМИ

(Представлено академиком В. С. Владимировым 29 X 1971)

1. Пусть WrLq, 1 j оо, г = 1, 2, ...,— класс заданных на отрезке 
[0, 1] функций f(x), у которых (г— 1)-я производная абсолютно непре­
рывна на [0, 1], а r-я удовлетворяет условию ||/Cr)||L? 1.

Задача о наилучшей квадратурной формуле вида
1 пг—1 р

$/(V)dx = 2 2 Рк.^Ы + 1ЦТ), 0<p<r-l, (1)
0 А=0 z=o

впервые сформулирована и рассмотрена для класса
ft=WrLw /<*)(0) = 0 Vi = 1,2,..г — 1}

при р = г — 2, г четных и при р — 0, г = 1, 2 С. М. Никольским (*,2). 
Затем рядом авторов (2_и) задача о наилучшей формуле вида (1) рассмот­
рена на классах WrLq, WarLq, а также

W{Lq = {/: / е W'Lq, fW (1) = 0 Vi = 0,1,..., г- 1}, 
Wr,Lq = {f: f^WrLq Я(0) = Я(1) Vi = 0,1,..., г}

и
IVor,A = {/: f<=WrLq, /(1)(0) = /Ф(1) = 0 Vi = 0,.. .,г — 1}

при р не ниже г — 3. При этом оказалось, что на классах WrLq, WorLq и 
W\rLq для г > 2 узлы наилучших формул вида (1) выражаются через ра­
дикалы, что для практических вычислений составляет определенную труд­
ность. Желая избавить оптимальные квадратуры от этих недостатков, мы 
вводим формулы типа формулы Маркова, среди которых наилучшие имеют 
уже равноотстоящие узлы.

В дальнейшем, в зависимости от классов функций, будем рассматри­
вать формулы
* т—1 pk
J/(z)dx = 2 + = + (2)
0 fe=l z=о

1 Ро

J/(zc)dx =2 /Ww(0) + M/) + ^2(/)> 0<р„<г-1, (3)
о z=o

1 рт
J/(^)dx = Z(/)+3 />т,г.Ж1) + 7?3(/), 0<pw<r-l, (4)
о г=о

1 Ро рт
J f (z) dx = 2 Ро, if^ (0) + £(/) + 2 (1) + (/) (5)
О 1=0 1=0

с произвольными узлами 0 < < хг < . .. < xm-t < 1.
В (12) установлено, что для / е WrLq наилучшие формулы вида (1) 

точны для многочленов степени не выше г — 1. Это утверждение справед­
ливо и для наилучших формул вида (2) — (5).
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Обозначим через s = 1,2, 3,4, соответственно классы WTQ^Lq. WjLq, 
WoTLq и WTLq. Так же, как в (2), получаем, что

(Ж8) = sup I Rs (f) \=^r\\Fa (t) III , 4 + V =
fe®. r- 1 P 'J

(l-ir + (- Щ
2Л(*) =

m-1 ₽i 1 & ₽i

— — 2 21 (Xi _ tv4'1+ т 2 21 (Xi ~ 
i=*+l Z=0 i=l 1=0

xk^t <Z xk+i, к = 0, 1, ..., m — 1; x0 = 0, xm — 1;

w = (— ty + 2 m<m + 22 +’1 (Xi ~ ^г’г_1’
1=0 2=1 z=o

xk t < xh+i, к = 0, 1, ... , m — 1; xm = 1;

p3 (o = (i—t)r — 2 2 +■1 +* ~ W"1”1 ~~ 2 z (i — ty-1 \ 

i=zi+i 1=0 z=o 
xk :C t < xkJri, Zc = 0, 1, ..., та — 1; x0 — 0;

. ₽o , pm
= Ho.zwr^ + ^w-—2 нт>г(1-ог-г-1.

z=o z=o
xK C t < ж*+1, к = 0, 1, ..., та — 1;

7*!
Мч i — (г _ z — i) Fk’l-

Ниже приводим формулировки нескольких теорем, идею доказатель­
ства которых можно найти в (2. 6. 9, 10). Будем пользоваться обозначения­
ми: Тт (х) — полином Чебышева первого рода, Хг (х) — полином Лежанд­
ра, RT (х) — полином степени г с фиксированным старшим коэффициен­
том, равным единице, наименее уклоняющийся от нуля в метрике 
ьл-1,1].

2. Пусть f е WrLq. В этом случае для приближенного вычисления ин-

теграла J f(x)dx используем формулу (5). Для нее 
о

Теорема 1. Среди квадратурных формул вида (5) при р0 = рт =
1, 2, . .., та — 1; г — 1, 2, 3, . . ., или г — 2,= г — 1, pfi = р = г — 1, к

к = 1,2,..., та — 1; г — 2, 4, 6,... , наилучшей на классе WrLq являетсята — 1; гIC- Л, . • . , д. , •
единственная формула

Г—1

1=0 (2m)i+1

причем

г! 2rmr (6)

Теорема 2. Среди квадратурных формул вида (5) при р0 = р™
= г—2, pft = р = г — 2 или г — 3, к = 1, 2,..., та — 1; г = 3, 5, 7,...,
наилучшей на классе WTL является единственная формула

J / (-г) dx
о

Г—2 ту 1 П ( COS -р- )

ТГ2 1/(°(°) + (— 1)^(г)(1>’ +

о
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причем
C(^rZ) = 2^(r!)~i (///cos (7)

Теорема 3. Среди квадратурных формул вида (5) при р0 = р,„, р>. = 
= р = г — 2 или г — 3, к — 1, 2,..., тп — 1; г = 3, 5, 7,..., наилучшей 
на классе WTL2 является единственная формула

1 Г—2
(2ти)-'-1 ГхГ“г_1)(1)

о ’ ;=э L

2
(2г_1) (г-1)

т—1 [р/2]
х [/<г> (0) + (- 1)! /(О (1)] + А 2 2 (2m)-2W ГХГ2'-1’ (1) - 

k=i 1=0 L

2
(2r — 1) (г — 1)

при этом

srm (WrL2) Н 1 / (r+l)(r + 2) 1
(2г)! V г (г — 1) (2г + 1) mr '

(8)

3. Пусть f И7'огЛд. В (9) для этого класса функций рассматривалась 
формула (4). Здесь для нее сформулируем следующие утверждения.

Теорема 4. Среди квадратурных формул вида (4) при рт =г — 2, 
Рк — р = г — 2 или г — 3, к = 1, 2, .. ., т — 1; г = 3, 5, 7, ..., наилуч­
шей на классе W0TL является единственная формула

для этой формулы Smr (WorL) имеет вид (7).
Теорема 5. Среди квадратурных формул вида (4) при рт = г — 2, 

Рь = р = г — 2 или г — 3, к = 1, 2, ... , т — 1; г = 3, 5, 7, ..., наилуч­
шей на классе W^Lz является единственная формула
1 ТП—1[р/2]

2 2 (2^ ,2г Д(г_,/К">] /»«>(4) +
о k=l 1=0 L \ I \ / .J \ /

+ уг |о (!) - (2г-П(г=1) <;г) (1)] 1)1 /(° (1);

при этом <этт (W'L2) имеет вид (8).
4. Пусть /е WCLq. В этом случае рассматриваем формулу (3).
Теорема 6. Среди квадратурных формул вида (3) при р0 = г—1, 

рА = р — г — 1, к = 1, 2, . .., тп — 1; г = 1, 2, . .., или г — 2, к = 1, 2, ... 
..., тп — 1; г = 2, 4, 6, . . . , наилучшей на классе WjLg является един­
ственная формула

тп—1 [р/2] 
/(,)(0)+42 S 

k=l t=0 (2т)

(1)
2/+1

при этом &mr (WJLq) имеет вид (6).
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Теорема 7. Среди квадратурных формул вида (3) при р0 = г — 2, 
Pk = p = r—2 или г — 3, к = 1, 2,..., m — 1; г = 3,5, 7,наилуч­
шей на классе WJL является единственная формула

т—1 [р/2]

i+i

2Z—1)
Л г

cos

cos
Л \2Z+1

27)

Я (0) +

3 S
для этой формулы Smr (W\rL) имеет вид (7).

Теорема 8. Среди квадратурных формул вида (3) при р0 = г — 2, 
Рк = р = г — 2 или г — 3, к — 1. 2,..., тп — 1; г — 3, 5, 7,..., наилучшей 
на классе WjLz является единственная формула

$/(»>di«4-3 [хй'-1’(1) -(2г_12)(г_,)хй"о»] /<■>(0) +

+ 4 3 's [4-“-“ (1) - ХЙ20 (1)] /'»> (4)

и «В5,/(ТУ/Т'з) имеет вид (8).
5. Пусть f е Wo,iLq. В этом случае удобно пользоваться формулой 

вида (2).
Теорема 9. Среди квадратурных формул вида (2) при рк = р = г — 2 

или г — 3, к = 1, 2, . .., m — 1; г = 3, 5, 7, ..., наилучшей на классе 
WraiL является единственная формула

m—i [р/2] cos 2L.L , Х1 2 т~1 ^2] ТГа-1’ ( cos f к у

о k=i 1=0 I 2т cos ~2р- \

u^mr(Wf̂ L} имеет вид {!).
Теорема 10. Среди квадратурных формул вида (2) при рк — р = 

= г — 2 или г — 3, к = 1, 2, ... , m — 1; г — 3, 5, 7, ... , наилучшей на 
классе tL2 является единственная формула

1 
J / (х) dx ж 
О

ТЛ—“1 [P/2J л -1 / » \«4 з з <2«)-“- [хгм) о; - o-Dfr-,, хй20 (1)] (4)
k=l 1=0 L

имеет вид (8).
Поступило
20 IX 1971
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