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В заметке рассматриваются вопросы, связанные с оценками сложности 
ограниченного разрешения множеств некоторых типов.

1. Мы предполагаем, что имеется некоторый логико-арифметический 
язык. Под множеством понимается формула этого языка в одной пе­
ременной (допустимыми значениями переменной являются натуральные 
числа) (см. (*)).

2. Пусть ЗЭТ — множество, п — натуральное число. Ф-алгорифм §1 на­
зывается (9)1, га)-разрешающим, если он применим к любому натураль­
ному числу, не превосходящему га, и для всякого такого числа х

* Под сложностью алгорифма понимается длина его изображения (см. (2)).

§1(ж) хА = .ге9Г<
(см. (V))-

Функцию h назовем верхней оценкой сложности разре­
шения множества 9)1, если для всякого натурального числа га ква- 
зиосуществим (9R, га)-разрешающий Ф-алгорифм сложности*  не выше 
чем /г (га).

Функцию g назовем нижней оценкой сложности разреше­
ния множества Ш?. если, каково бы ни было га, сложность любого 
(9Л, га)-разрешающего Ф-алгорифма не меньше чем g(n).

Нетрудно видеть, что, каково бы ни было множество 9R, осуществима 
линейная верхняя оценка сложности его разрешения. Имеются множества 
с линейной нижней оценкой сложности разрешения. Я. М. Барздинь (4) и 
Н. В. Петри (5) показали, что для перечислимых множеств верхнюю оценку 
сложности разрешения можно понизить до логарифмической функции. Ока­
зывается, что подобный эффект имеет место для существенно более широ­
кого класса множеств.

3. Частичнорекурсивную функцию двух переменных <р назовем функ­
цией выбора для множества 9)?, если для любых натуральных 
чисел га и гаг

1) !<р(га, гаг) дэ <р(га, гаг) = га V ф(н. гаг) = гаг,
2) re е 9R V гаг е 9)i дэ !<р(га, гаг)£ф(га, гаг) е 9)?.
Множество 9R назовем полуперечпслимым, если осуществима 

Частично рекурсивная функция, являющаяся функцией выбора для мно­
жества 9)?.

Множество 9Л называется полурекурсивным, если осуществима обще­
рекурсивная функция, являющаяся функцией выбора для множества 9Л 
(см. (6)).

Множество 9)1 называется регрессивным, если осуществимы ча­
стичнорекурсивная функция f и натуральное число а такие, что

1) /(«) = а & а е ЭЛ,
2) Vx (х е9П дэ !f(x) &f(x) ^SH),
3) Vxy(x, у (а)&х у =) f(x) =А=/(у)),
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4) Vj(jESHc3m /(m) (x) = a), где /<П1)(^) ^/(/)•■• (/)^) )•••))
m раз

(см. (9)).
Некоторое представление о полуперечислимых множествах можно по­

лучить из следующего предложения.
Теорема 1. 1) Всякое регрессивное множество полуперечислимо 

(следовательно, всякое перечислимое множество полуперечислимо) .
2) Осуществимо полуперечислимое множество, не являющееся регрес­

сивным (и, следовательно, не являющееся перечислимым).
3) Множество 2R полу рекурсивно тогда и только тогда, когда полупе- 

речислимы само 9Л и дополнение Ж.
4) Осуществимо полуперечислимое множество, не являющееся полуре­

ку рсивным.
4. Для полуперечислимых мпожеств имеется логарифмическая верхняя 

оценка сложности разрешения.
Теорема 2. Пусть Ж— полуперечислимое множество. Можно ука­

зать такое натуральное число с, что функция h, определяемая равенством

h(n) = [log2(« + 1)] + с,

является верхней оценкой сложности разрешения множества Ж.
Согласно (4) осуществимо перечислимое (следовательно, и полупере­

числимое) множество с логарифмической нижней оценкой сложности 
своего разрешения.

5. Для полурекурсивных множеств согласно теореме 2 имеется лога­
рифмическая верхняя оценка сложности разрешения. Более низкая оценка 
невозможна.

Теорема 3. Осуществимо полу рекурсивное перечислимое множест­
во Ж такое, что при некотором с функция g, определяемая равенством

является нижней оценкой сложности разрешения множества Ж.
6. Пусть В(х, у) — разрешимый предикат. Множество, определяемое

формулой Ду R(x, у) будем называть множеством типа Я. Аналогич­
но определяются множества типа V, VS, и т. д. (см. (’)).

7. Для регрессивных множеств имеем следующие утверждения.
Теорема 4. 1) Осуществимо регрессивное множество типа Я с ло­

гарифмической нижней оценкой сложности своего разрешения.
2) Для всякого регрессивного множества типа V невозможна неогра­

ниченная. обще реку рсивная нижняя оценка сложности разрешения.
Часть 1) теоремы 4 следует из (4), часть 2 — из (8).
8. Частным случаем регрессивных множеств являются ретрасси- 

руемые множества.
Множество Ж называется ретрассируемым, если осуществимы 

частичнорекурсивная функция / и число а такие, что выполняются пункты 
1) —4) из определения регрессивного множества и

5) Vx (x^^Bt\{a} f(x) <Zx) (см. (10)).
Теорема 5. 1) Для всякого ретрассируемого множества типа Я или 

типа V невозможна неограниченная общерекурсивная нижняя оценка 
сложности разрешения.

2) Осуществимо ретрассируемое множество типа VE (имеется эквива­
лентное ему множество типа ~|~]3V) такое, что при некотором с функ­
ция g, определяемая, равенством

является нижней оценкой сложности его разрешения.
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Утверждение 1) теоремы 5 следует из (8).
Автор выражает глубокую благодарность А. А. Маркову за внимание 

и советы.
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