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(Представлено академиком Д. С. Коржинским 3 III 1971)

При определении химического состава минералов по комплексу их фи­
зических свойств все более широкое применение получают методы матема­
тической статистики и, в частности, классический регрессионный анализ, 
реализующий для построения оценок коэффициентов регрессии метод на­
именьших квадратов (м.н.к.) (1-3,э,6). Одной из осповпых посылок клас­
сического регрессионного анализа является предположение, что независи­
мые переменные х определяются с пренебрежимо малой ошибкой по срав­
нению с ошибкой определения зависимой переменной у (7). Если же ошиб­
ки определения независимых переменных сравнимы с ошибкой определе­
ния зависимой переменной, то при статистической обработке эксперимен­
тального материала пренебрежение ошибками определения х может при­
вести к занижению значений дисперсий оценок коэффициентов регрессии 
и дисперсий оценок поверхности отклика (дисперсии предсказанного зна­
чения изучаемой функции) в заданной точке, а также к фиктивной не­
адекватности исследуемой модели. Это объясняется тем, что в данном 
случае среднее значение Е(у, хг) и дисперсия результатов наблюдения 
о2 (у, X;) при заданном х,, как это показано в (®, °), равны соответственно

k
х;)^т](0, х;) г щ, Щ = 2 I (1)

,=i |х=х.

или для случая линейной зависимости поверхности отклика от независи- 
k

мых переменных т] (0, х{) = 0О 5. 6,жъ-

Е(г/, х;) ~ц(ф х;), (3)
о2(г/, (4)

k
Й = 2 (5)

j=i

0 — коэффициент регрессии, о2гд — дисперсия измерения величины гд при 
фиксированных значениях хц, а2Хц — дисперсия определения /-Й коорди­
наты точки Хц /с-мерного факторного пространства.

Из практики известно, что при определении химического состава мине­
ралов обычно допускаются довольно значительные ошибки; вопрос о соот­
ношении ошибок определения компонентов состава и физических характе­
ристик минералов пока никем не обсуждался. Представлялось интерес-

1397



Та
бл

иц
а О 

о
оЧН
О

со 
о 
о о

1Л
о

со 
СС 
О

чн
чЧ
О О

о" о~ о" о о о” О О о"+1 +1 +! НН -н -и +1 +' +!

139S

Iф

<ф

F- Ф чЧ чН О 
О) С' LO Ч-s X тИ 
1> 00 Ф Ф С 00 I 
vhXO'TG I

«е- ф t* со ф
I сч

I

ЬСО©Ф1>ФХ(МООФФ1МФФ*НФ-<ГОО
00Са^'П1>ХХС4О'гн<0С400М<?кгф1'; 
L- СМ ~ ZC О СЧ CM СМ L."- -<- ’ГН СО -тн СЗ -< 

< ХОО^^ФфчифОООООСМФГ*фСОС

^ООО ^<N000 0 00-0 00 000

Ю !>• LO со -<t —i СС "<Г 00 О 00 СО
Г* X чг х Ф 00 ти ф «<Г г- о
Ф (N sf с с <N >-О- LO О О 1-0 СМ
О ч-| СО ЧН х ST-(N О СО СО к-О СМ

тНСФфССФч-|фОфчГС

Q О1 0 01 X С О Ф С О. О'. О С Q О
О . с; со О со со ьо С Ф ч‘; ФФ ф (N О
О СО -X Ф ч* lO СО- СО Ь CJ Ь СО чч ф -г< (?• С*
-<ГьОСОСМ1?-ОСМСг*<ГС>ОСО'Г-СОСМСМ^ОСМ

С0фс0ССЧт1С0О'Пф1>Х*тОчнОФти

Ф ф X чн ф ф X LO чч X ф 
С1 1Л, 00 Ф LQ со 1> О ЧН О ОС 
F- СО \.о СМ СМ [— Г— со чч СО' СМ чч 
СЧООО^-^ООООччтч 
о о о о о o' о о"о о" о о

+

!
+

I
ОО о
тЧ

И
. й

£

&

■э
о

Ы-фьО-ООч-ЦчгнМФФф’ЧМОСЭОЮ
ОС ф sf Ф О |> N VI О' Ю с: х Ю -г чг

чч СО Ю СМ '00 ч- ОС со ОС "С СО' чгч СО со О Ю СО О
СЧ О О L-Q V- чч см п ос О со О СО г- VT CM i:.-j
О О t— со *<r ZC О СМ 1-0' чч чч СО О <Т о О СМ
со СМ О' чч чн со чч lq

о о о о о о о о о

О
еФ со

о
м 

о
Сф 

о СФ 
о

СФ 
о 6 СФ 

о
у 
и

ОfeJO и ф о и и Ф fe
у
и

о£0 и ф

С

ным рассмотреть влияние 
ошибок определения физи­
ческих характеристик на: 
точность предсказания 
компонентов химического 
состава на довольно прос­
том примере карбонатов из 
группы кальцита, а также 
получить интерполяцион­
ные уравнения для воз­
можно более точного пред­
сказания химического со­
става карбонатов по ком­
плексу их физических 
свойств.

Особенностью карбона­
тов из группы кальцита яв­
ляется склонность к обра­
зованию изоморфных со- 
единени й; подавляющая 
часть образцов карбонатов- 
представляет изоморфные- 
смеси карбонатов Са, Mg, 
Fe и Ain. Математические 
модели, рассматриваемые- 
в настоящей работе, со­
ставлены на основе выбор­
ки из 11 карбонатов: трех 
кальцитов, двух магнези­
тов, трех сидеритов и трех 
родохрозитов, у которых 
измерены диэлектрическая 
проницаемость е, парамет­
ры элементарной ячейки 
а и с, удельный вес d и по­
казатели преломления па 
и п,.. Точность измерения 
е ± 0,03; а + 0,001 А; с + 
+ 0,01 A: d ± 0,01 г / см3, 
щ, ± 0.002; п,;± 0,001. Точ­
ность определения химиче­
ского состава зависит от 
содержания элементов в 
карбонате и изменяется в 
диапазонах для СаС03 от 
0,0002 до 0,0136; для 
MgCO3 от 0,0004 до 0,0167, 
для FeCO3 от 0,0004 до 
0,0067 и для МпС03 от 
0,0002 до 0,0265 молеку­
лярных количеств.

Поскольку каждый об­
разец карбоната охаракте­
ризован шестью физиче­
скими величинами, пред­
ставилась возможность 
рассмотреть различные со­
четания физических



Таблица 2

П римечание. Способ получения данных: а — химический анализ, £б —м. н. к., в—ите­
рационный метод.

мк СаС03 MgCO3 FeCO3

образцов а б в а б в а б в

1000 0,997 0,946 1,036 0,002 0,002 0,001 0,001 0,001 0,012
11423 0,975 0,855 0,942 0 0 0 0,016 0,077 —0,054

1034 0,958 0,860 0,945 0,033 0,038 0,036 0,007 0,051 —0,058
59510 0,003 0,009 0,028 0,994 0,975 0,978 0,003 0,002 0,051
58963 0,007 0,024 0,013 0,981 0,998 0,999 0,010 0,037 0,031
0391 0,008 0,003 0,001 0,022 0,025 0,032 0.934 0,461 0,894
7999 0,017 0,007 0,001 0,140 0,135 0,143 0,804 0,290 0,758
0393 0,008 0,016 0,017 0,222 0,200 0,206 0,658 0,370 0,705

48908 0,003 0,014 0,033 0.004 0,006 0,001 0,004 0,027 0,010
0490 0,012 0,011 0,031 0,007 0,004 0,001 0,001 0 0

65278 0,013 0,038 0,018 0,049 0,066 0,059 0,031 0,055 -0,020

smax^i +0,008 + 0,040 + 0,014 +0,019 + 0,004 +0,093

X2 1777,0 4,88 47,79 2,96 16191,79 3.95

свойств (различные многомерные линейные модели г/; = ц (9, Xi,..., х„), 
значок Д употребляется для обозначения рассчитанных оценок рассмат­
риваемых случайных величин) и выбрать из них оптимальные, позволяю­
щие получать наиболее точные оценки компонентов состава. К каждой 
модели применены м.н.к. и итерационный метод построения оценок коэф­
фициентов регрессии (8, 9). Адекватность полученных уравнений проворя- 

п
лась путем сравнения значений, рассчитанных по формуле х? =2 [у> —

? —1 
—-т](0, х,)ркд, Wt = 1 / (<Г2У; + ₽?), с табличным Хо) = 14,067 для 95% 
уровня значимости. Необходимо отметить, что для всех рассмотренных мо­
делей только итерационный метод позволил получить адекватные реше­
ния. Обработка этого же самого материала с помощью обычного м.н.к. при­
вела к получению неадекватных моделей вследствие того, что величины

п
о2 0 0 0

X* "Д [у*—Л (0> x,)]'2w;„ Wt = 1/ (о2?/,), оказались завышенными по 
1=1

сравнению с их реальными значениями и поэтому попали в область мало­
вероятных значений для суммы взвешенных квадратичных отклонений, 
имеющих х2_распределение. Оценки коэффициентов регрессии 0„ получен­
ные для всех рассмотренных моделей с помощью итерационного метода, 
ошибки этих оценок максимальные ошибки предсказания компонен­
тов состава c+IMy, приведены в табл. 1.

В качестве исходной выбрана модель I, содержащая четыре физиче­
ские характеристики: у( = Т](0, е, a, d, пе). В табл. 2 для примера прове­
дено сравнение результатов вычисления компонентного состава карбона­
тов, полученных без учета (по м.н.к.) и с учетом ошибок определения фи­
зических величин (с помощью итерационного метода). Из анализа табл. 2 
видно, что каждая величина, рассчитанная итерационным методом, согла­
суется с экспериментальным значением (с точностью до omaxz/,), а пх оцен­
ки по м.н.к. получены с ошибками, заниженными на 1 — 2 порядка по 
сравнению с, реальными. Влияние ошибок определения физических вели­
чин на точность предсказания химического состава карбонатов может 
быть рассмотрено на примере модели I. Подсчет поправок к дисперсиям 
результатов наблюдения а2 (у, х,) по формуле (5) с привлечением данных 
табл. 1 и ошибок определения физических величин показывает, что наи­
больший вклад в рассматриваемую величину внесут ошибки определения
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Таблица 3

Примечав и е. Аг/ — дЭКС11 — V

М
од

ел
ь СаСО3 Mgco3 FeCO:,

?7 Д?/ 5 АУ “maxVj У Л у °max у

0392 Хим. ан. 0,013 0,177 0,718
I 0,037 —0,024 0,040 0,170 —0,007 0,020 0,798 —0,080 0,093

II 0,017 —0,004 0,011 0,185 —0,008 0,015 0,724 —0,006 0,033
III 0,023 —0,010 0,011 0,184 —0,007 0,015 0,761 —0,043 0,037
IV 0,150 -0,147 0,158 0,003 0,174 0,210 0,738 —0,020 0,300

10-47 Хпм. ан. 0,904 0,003 0.008
I 0,897 0,007 0,040 0,013 —0,010 0,020 0,000 —0,008 0,093

II 0,894 0,010 0,011 0,011 0,012 0,015 0,000 0.008 0,033
III 0,892 0,012 0,011 0,011 —0,008 0,015 0,036 —0,028 0,037
IV 0,886 0,018 0,158 0,046 -0,042 0,210 0,000 0,008 0,300

показателя преломления и,, и удельного веса d. Была рассмотрена мо­
дель Л у( = т)(и, 8, а, с, d), в которой показатель преломления пв заме­
нен на параметр элементарной ячейки с.. Замена п,, на с позволила по­
лучить значительно более точные интерполяционные уравнения. Ошибки 
предсказания содержания СаСО3 и FcCO3 практически в три раза мень­
ше соответствующих ошибок предсказания этих компонентов в первой 
модели (табл. 1).

При анализе данных табл. 1 также привлекает внимание, что в рас­
смотренных уравнениях коэффициенты при е имеют значения, сопостави­
мые в некоторых случаях с ошибками ее определения. Для проверки зна­
чимости коэффициентов при е рассмотрена модель III у, = ц (9, а, с, d). 
Исключение из уравнений регрессии значений е (см. табл. 1) не оказывает 
влияния па точность предсказания СаСО3 и MgCO3 и только несколько 
увеличивает ошибки предсказания FeCO3.

Из практических соображений представлялось интересным рассмот­
реть модель IV yi = ц[0, га0, (ге0 — и,.), й] и модель V, состоящую только 
из рентгеновских данных г/; — р(9, а, с, dt011). Ошибки предсказания ком­
понентов состава в модели IV во много раз превосходят таковые в моде­
лях II и III; при решении модели V получены вырожденные уравнения.

Из анализа данных, приведенных в табл. 1, следует, что среди рассмот­
ренных моделей наименьшие ошибки предсказанных значений компонен­
тов состава получены для моделей II и III, содержащих по два параметра 
решетки. Они позволяют предсказывать содержание СаО с ошибкой 
0,62, MgO — с ошибкой 0,72 и FeO — с ошибками (2,04— 2,29) вес.%.

Применимость полученных интерполяционных уравнений для опреде­
ления химического состава карбонатов проверена на контрольных образ­
цах. Из табл. 3 видно, что интерполяционные уравнения, полученные по 
моделям II и III, позволяют рассчитывать химический состав карбонатов 
с ошибками, не превышающими ошибки предсказания с вероятностью 95%.
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