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ОБ УРАВНЕНИЯХ С ОДНИМ НЕИЗВЕСТНЫМ В ПОЛУГРУППАХ
С ОГРАНИЧЕННОЙ МЕРОЙ НАЛЕГАНИЯ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СЛОВ

(Представлено академиком П. С. Новиковым 28 X 1971)

Пусть полугруппа П задана образующими

Щ, а2, • • . , аа (1)

и определяющими соотношениями At = Bi (слова А{ и непустые, i =■ 
= 1,2,...,|3).

Через Мп обозначим множество всех определяющих слов полу­
группы П.

Говорят, что полугруппа П принадлежит классу К» с мерой налегания 
определяющих слов, меньшей р, если для любых Я и В из множества Мп 
таких, что AzszPDQ, BzszHDS, из d(D) цд(А) следует, чтоРззЯ,

В работе (‘) было получено решение проблемы тождества в классе по­
лугрупп Х'/з. Этот результат усилен в (2). В настоящей работе указывается 
алгоритм распознавания разрешимости систем уравнений с одним неизвест­
ным в полугруппах этого класса.

Пусть П е К'/з. Начало (конец) Р определяющего слова А назовем пра­
вильным началом (правильным концом), если д (Р) 2 / Зд (А). Разложение

E^zSi...St (2)

слова Е в алфавите (1) назовем нормальным, если множители S,, ... ,St 
удовлетворяют условиям

I. Каждое S, входит в’ некоторое С, е Мп и d(Si) */35 (<7;), i = 1,. .. 
...,«.

II. Для любого г, 1 i sC t выполняется одно и только одно из следую­
щих условий: или 5, есть правильный конец Ci, или Si+l есть правильное 
начало Ci+i.

Всякое слово Е, обладающее нормальным разложением (2), назовем 
нормальным. Если кроме условий I и II выполняется условие

III. St есть правильное начало Ci, St есть правильный конец Ct, 
то нормальное слово Е и нормальное разложение (2 ) назовем замкнутым.

Пусть Si — множитель некоторого нормального разложения (2), С,— 
соответствующее ему определяющее слово и С, з: PiS.Qi. Положим (5;) -
— Qi, ф(^г) = Pi. Из ПеА'1,, следует однозначность функций ср (Si) и 
гр(^).

Будем говорить, что нормальное разложение EzszTi...Tt есть про­
должение влево разложения (2), если при некотором i, 1 i < t — 1, 
TtZszSt', Ti+i zs:S,"Si+l, где Si'^zS'S;", St" непусто, n TjZSzS, при / i, 
j =7^ i + 1. Легко доказать, что каждое нормальное слово имеет единствен­
ное непродолжаемое влево нормальное разложение.

Верна следующая
Лемма 1. Пусть Е и G— нормальные слова, EzszSi ... St, G~ 
Ti . .. Ti — их нормальные разложения и Е = G в П.
Тогда t = I и для любого t < t выполнены соотношения
1) Si... Х,<р(Х.) =Ti... 7\<р (Г,), ф (Sw)SiTi ...St = ф(7\+1) Ti+1.. . Тс,
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2) [ф(50 3D <р(7\)] & к (5 /1 ф(7,.+1)] V [ф(&) 32 Ф(Уы)] &
& k(5i+1) ^ф(Л)].

Вхождение U * Р * V замкнутого нормального слова Р в слово UPV на­
зовем продолжаемым влево (вправо), если можно указать такой непустой 
конец U" слова U (такое непустое начало V' слова У), что U"P(PV") — 
замкнутое нормальное слово. Вхождение замкнутого нормального слова на­
зовем максимальным, если оно не продолжаемо ни влево, ни вправо.

Представим слово X в виде

X^U(,PiUiPi.. PsUa, (3)

где Pt,. . . ,PS — замкнутые нормальные слова. Представление (3) назо­
вем нормальным представлением, если вхождения U0Pi.. .IR-i* Pi*U,...
.. .Us, i = 1, 2,..., s, максимальны и в слова Pj, 7=0, 1,.. ., s, не вхо­

дят замкнутые нормальные слова.
Можно доказать, что для данного слова X существует единственное 

нормальное представление (3), и если X = У в П, то нормальное представ­
ление У имеет вид У 32 UoTJJ, . . . TSUS, где У = Pi в П, i = 1,... , s.

Пусть в нормальном представлении (3) слово 170' есть максимальное 
начало Ж, продолжаемое влево до некоторого замкнутого нормального сло­
ва V, и По U0'U0". Пусть V~R....R,— нормальное разложение сло­
ва V. Тогда U J ^R''Ri+i .. . R:. где 1 -С i -'Д v, R/R'' ^zR,, Rt' непусто. 
Положим Уо = R''Ri+i, Vi = Riao...Rv. Тогда Uo dd VoV^’o", где V, - 
нормальное слово. Слова Vo, и Uo" определены однозначно и не зависят 
от выбора продолжения V. Аналогично Ua U WiW0, где W\ — соответст­
вующим образом определенное нормальное слово.

Вхождение Vo * ViUo'PiUi . .. Us^iPsU/Wi * Ж в слово X назовем устой­
чивым. Множители разложений нормальных слов Vt, Pt,...,Pa, W, назо 
вем нормальными множителями типа 1 слова X; буквы подслов Vo, Uo', 
Ui,.. ., U/, Wo назовем нормальными множителями типа 2 слова X.
Вхождение R *Р * Q слова Р в слово X назовем целым, если каждый мно­
житель типа 1 или 2 слова X. целиком содержится либо в 7?, либо в Р, 
либо в Q.

Лемма 2. Пусть слово X входит в У и Y zszuXv. Если Wi*Z*ux>— 
устойчивое вхождение в X, то uw, * Z * w2v — целое вхождение в У.

Пусть а — множитель типа 2 слова X, т. е. некоторая буква. Тогда поло­
жим ф(а) = ф(а) = 1.

Если можно указать целое вхождение и * X *v слова X в устойчивую 
часть некоторого слова У, то положим ф(Х) = ф($1), ф(Х) = ф(&), где 
Si — первый, S2 — последний множитель разложения слова У на множи­
тели типа 1 и 2, содержащиеся во вхождении и * X * и.

Будем говорить, что для пары слов' X и У выполняется условие ср — ф, 
если

1) X=ty(E)E при некотором Е влечет У = ^(E)F при некотором F;
2) Хср(Х) — ty(E)E влечет Уср(Х) = ф(£)Е;
3) X = £ф> (Е) влечет У = Fcp (Е);
4) ф (X) X — Ец (£) влечет ф (X) У = Ftp (Е).
Рассмотрим систему из t уравнений

З^иХЗ^гХ , . .

(4)

Jltlx.Al2x.

в полугруппе П e Кц,, где , ^in„ ^21,..., , ^n,... ,
Я,,..., &tmt — коэффициенты, x — неизвестное.

Обозначим
di = max {д (Лц), д (Д;)}, i = 1,2, . . . ,7;

j
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t t

d= max di, s=max(2 nv 2 > S~ max (A)> д (Вг)}.
i=i {=i i=i P

Лемма 3. Пусть для системы (4) ¥= 0,..., =# 0. Если х = X есть
решение (4) и д(Х) > /сь где kt = 2(14g5)sd, то nh = nt, i= 1,t, и 
можно указать такую систему из s уравнений

Piytpi = tyiyTi,

Р>У^ = tysyTs, (5)

где d(Pj) < kt, d(Tj) <Z kh / = 1,,.., s, что
1) существует решение у = Y этой системы, удовлетворяющее условию 

X tszliYv, где д(ии) < kt;
2) вхождение и * Y * v есть целое вхождение в устойчивую часть X;
3) если срз непусто, то ф. зд ф (У); если ч|у непусто, то i|: (У), / = 

— 1,... ,х;
4) если у = Y, есть решение системы (5) такое, что Y uYt удовлетво­

ряют условию ф—"ф, то x = uYlu есть решение системы (4).
Лемма 4. Пусть у = У есть решение системы (5), где Р„ Qj — не­

пустые слова, ф^ — либо пустое слово, либо ф, з:ф(У), ч|‘,'— либо пустое 
слово, либо ф,^ф(У), / = 1,s, и 5 (У) > к,, где к2== 4g3h[(gh)s-\- 
-Y3gh2],h= max {d(Ps), д((?;)}•

j = 1, • •., s
Тогда можно указать такое решение у = Yt системы (5), что YuYt 

удовлетворяют условию <р — ч|? и 5(У|) < к2.
Пусть для z-ro уравнения системы (4) dt = 0, т. е. уравнение бескоэф- 

фпциентное. Очевидно, при т, — п, произвольное слово есть решение это­
го уравнения. Можно доказать, что при т, =Y= п, его решением является 
только пустое слово.

Из этого замечания и лемм 3 и 4 следует
Лемма 5. Если х = Х — минимальное решение системы уравне­

ний (4), то д(Х) < kt + к2.
Из разрешимости проблемы тождества и леммы 5 непосредственно сле­

дует
Теорема 1. Существует алгоритм для распознавания разрешимости 

систем уравнений в словах с одним неизвестным для всех полугрупп из 
класса К'/з.

В работе (3) по аналогии с понятием сопряженности в группе определя­
лось понятие сопряженности в полугруппе. При этом возникают два раз­
личных понятия (сопряженность I-ro и П-го рода), которые в применении 
к группам означают одно и то же.

Говорят, что слова X и У сопряжены во П-ом роде в полугруппе И, 
если можно указать слово Z такое, что XZ = ZY в И. Из теоремы 1 сле­
дует

Теорема 2. Существует алгоритм, решающий проблему сопряженно­
сти II -го рода для всех полугрупп из класса К'/,.

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило
Академии наук СССР 14 X 1971
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