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МНОГОМЕРНЫЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ЦЕПЕЙ МАРКОВА 
С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СОСТОЯНИЙ

(Представлено академиком В. М. Глушковым 17 XI 1971)

Пусть (g„(i), 1=1, 2, . . . , п}, gn(i) (= {1, 2,. . ., г},— последователь­
ность серий случайных величин, причем в и-й серии величины |re(i) свя­
заны в конечную однородную цепь Маркова с г состояниями и матрицей 
переходов Р(п) = ||pi3-(ra) ||, i, / = 1,. . . , г. Обозначим через Vn\k) число 
попаданий в п-й серии в состояние {/с} за п шагов при условии, что 
^(1)=/.

Для описания всех возможных предельных распределений сумм случай­
ных величин, связанных в конечную однородную цепь Маркова в схеме 
серий (эта задача ставилась в (*)), необходимо знать многомерное пре­
дельное распределение вектора (v(n) (1), v3P (2),. . . , (г)).

В случае г = 2 все предельные распределения для v(n (1) описаны в (2): 
их оказалось 7. При г > 2 предельные распределения для Vn\l) изуче­
ны в (;:), отдельные результаты в этом направлении были получены ранее 
(4). В многомерном случае некоторые результаты были получены в (5~7).

В настоящей работе приведено описание всех возможных многомерных 
предельных распределений случайного вектора (vn'J(A), k = 1,.. . , г, 
j = 1,.... , г) при соответствующей нормировке компонент, когда п оо. 
(Предполагается, что используемые неслучайные пределы не зависят от 
способа стремления п к оо, так как иначе можно было бы рассматривать 
пределы по подпоследовательностям.)

Обозначим p(i. j, <а>) — Iim pn(i, /, <а>), где pn(i, /, <а>) — вероят- 

ность попасть хотя бы один раз из {г} в {/} за шагов, it„ = 
= min(«, т„, (<а))), а т„«а>) —количество шагов до первого выхода 
цепи из <а>. Множество <а> назовем s-множеством, если для любых 
i, j е <а> p(i, j, <а>) = 1. (Это понятие несколько по-другому было впер­
вые введено в (8,9).) Пусть

£«(<«»= 2 Чп(к, <а» 3 Pki(n},
йЕ<а> 1£<а>

где q:l{k, <а>) — стационарное распределение для цепи с матрицей

\]ри(п) II, i, 7 е= <а>,
Ра (и) = Ра (га) (1 — 2 Рп (ге)) 1 •

Zs<a>

Если ngn((a.y) -> с, то назовем s-множество типа 0, если с = 0, 
типа 1, если 0 < с <7 оо, и типа 2, если с = оо. Если состояние {к} содер­
жится в s-множестве типа т, т = 0, 1, 2, будем обозначать его (к, гаг>.

Тогда при соответствующем выборе величин а„(<А, /и)) и Ьп((к, ш» 
распределение случайного вектора

Vj = (а„ «А', т» (v? «А, т» — Ьп «А, ти»), А = 1,. . . , г) 
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может слабо сходиться лишь к распределениям, указанным в теоре­
мах 1—4.

Теорема 1. Если все состояния цепи образуют одно s-множество и 
матрице Р — limP(ra) соответствует цепь либо с несколькими классами 

71—>ОС
существенных состояний (классами), либо только с одним классом 
для которого иу„(<(а)>) оо, и, возможно, несущественными состояниями, 
то независимо от начального состояния j = 1,. .. , г, распределение у слабо 
сходится (р. х3- с.сх.) к многомерному нормальному распределению, которое 
будет не более чем (г—^-мерным, причем здесь bn((k, тп)) = nq„(k), 
a q„(k), к — I,, г,— стационарное распределение для нашей цепи.

Здесь так определяется для одного класса: если класс разби­
вается в пределе на h подклассов <1>, <2>, , </i>, то уп(<а>) = 1, если
h = 1, и у„(<а>) = max {ри(п): k е (s>, Z е (s -|- 6>, s = 1,.. ., h}, если 
h > 1, где 6 = 1 при s <Z h, и 6 = —h + 1 при s = h.

Примечание. Если матрице Р соответствует один класс и несущест­
венные состояния, то для того чтобы все состояния цепи с матрицей Р(п) 
образовывали s-множество, необходимо и достаточно, чтобы nqn(k) оо, 

■к = 1,. . . , г.
Обозначим = lim Af exp {Z(y-, t)}, где t = (tt, t2,...,tr). Пусть-

<p(Z) — вектор-столбец с компонентами cp.;(Z), / = 1,. .. , г.
Теорема 2. Пусть матрице Р соответствует цепь с одним классом 

для которого пуп((а)>) -ж ct, 0 sT ct < оо, и, возможно, несущественными 
состояниями. Обозначим h количество подклассов, a rt — количество со­
стояний в классе.

Тогда р. Vj с.сх. к распределению, характеристическая функция (х.ф.) 
которого есть j-й элемент вектора <p(Z), причем.

а) если h = Ti и rag„(<a>) -ж с2. О с2 < оо, то при п = cZ(mod щ), 
ап((к, тУ) = 1, & = 1,. .. , г,

( n/h
Ъп(<.к, m>) = 1 0

при
при

7се<а>,
/.■'=<«>,

ф(0=т2 ^ехр{
/г—1 1

1

П ~
l>h

Г
П (РТ, - ksI) 1,

S =1

где I — единичная матрица, Т, — диагональная матрица с элементами 
h

exp (z*-----jp 2 , к = 1,..., r, 1 — единичный вектор-столбец,
S=1

8k(t) = lim , к — i,. . . , h, a %k(n) (Xk) —характеристике-
П—*эо

ские корни матрицы P(n)Tt (PTt);
б) если h < Ti или ngn((^a)) -> оо, то p. vj с.сх. к распределению, ко­

торое представляется как композиция независимых нормального распре­
деления и типа а). (В частности, если nqn(k) —> оо, k = 1,.. . , г, то будет 
только нормальный закон.)

Теорема 3. Пусть состояния цепи образуют одно s-множество <0> 
типа 0 или 1 и есть еще s-множества типа 2 (<1>. . . . , <Z>), а матрице Р 
соответствует цепь с несколькими классами или с одним классом, для 
которого пуп({0))-+оо, и несущественными состояниями. Обозначим 
?. = lim ng„(<0>), О -С Л, < оо.

Тогда, если положить b„_((k, m)) = nq„(k, <0>) при m = 0, 1 и 
bn((,k, m)) = 0 при m = 2, то при условии j ен <Zc\ р. у с.сх. и распреде­
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лению, х.ф. которого имеет вид

<Рь (0 = fk (О ехр + X [л (/ — ТР)' TV — 1 ] | ,

причем f0(t) = 1, a fk{t), к = 1,..., I,—к-й элемент вектора (I — ТР)~1Т$. 
{Здесь o2(i) — некоторая квадратичная форма переменных ti, л (|3) — век­
тор-строка {столбец), а Р — матрица, элементы которых легко определяют­
ся по элементам матрицы Р {п). Т — диагональная матрица с элементами 
вида либо ехр{г£л}, либо (1 — Шл(2))-1, где ак{2), к = 1,. . . , I,— некоторые 
линейные формы переменных ts, i2 = —1.)

Теорема 4. Пусть состояния цепи образуют несколько s-множеств 
типа О и 1 и, возможно, типа 2.

Тогда, если j принадлежит к-му s-множеству типа пг,р. с.сх. к распре­
делению, х.ф. которого есть к-й элемент вектора q>m{t), причем

<Р1(О = X{z) |z=1,

фй?) = {1-ТВ2)-1Т[ВЙПР) +B0T(7)]|z=1>

tpo(i) = Y(z) |2=1,

где X{z) — вектор-решение системы линейных дифференциальных урав­
нений с постоянными коэффициентами,

-±-Х~^= цт + Л {I - тв2)-х ТВ, + Л] Т(?) +

+ [A2{I-TB2)-xTBo+Ao]Y{z)

при начальных условиях X(z) |z=0 = 1, a Y{z) — вектор-столбец с компо­
нентами exp{izaft(0)}, Ф и Т — диагональные матрицы с элементами aft(l) 
и ай(2) соответственно, ак{2) = exp{itk} или ah{2) = (1 — iak{2))_1, а 
ak{m), тп = 0, 1,2,— некоторые линейные формы переменных ts. Элементы 
матриц Ат = \\аи{т)\\ {Вт) есть предельные условные вероятности пере­
ходов из s-множеств типа 1 (2) при условии выхода из них в s-множества 
типа m (m — О, 1, 2); они легко определяются по элементам матрицы Р{п), 
а Л = ||2,ы||, где Ты = аы(1), к =И= 1,и ккк = — ^aks{m). В данном случае

Ьп{{к, ш)) = О, к = 1, .. . , г, и а„(<&, тп» = ~ qn {к, если {к}
принадлежит 1-му s-множеству типа тп, и ап{(к, тп)) = 1, если {/с} в пре­
деле несущественно.
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