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(Представлено академиком И. Г. Петровским 29 XI 1971)

Пусть Н — комплексное гильбертово пространство. Через (Н) мы 
обозначаем множество всех линейных замкнутых операторов Т: Н —- II, 
для которых dim [Z)(7’)-L] < оо (D(T) —область определения оператора 
Т~) и полагаем ‘S’ (Я) = {Т dim [D(7’)-L] = 0 (так что опера­
торы из плотно заданы). Если и Т2— линейные операторы,
а пг — натуральное число, то запись Т3 cz mT2 (или Т2^> mTi) означает, 
что Ti cz Т2 и dim [Я(Т’2) fD^Ti)} = ш. В этом случае Т2 (Z\) называется 
конечнократным (точнее, m-кратным) расширением опе­
ратора Ti (сужением оператора Т2). Ниже рассматриваются некоторые 
свойства элементов множеств 'F'(H) и S’ (Я), связанные с бинарным от­
ношением

1. Если Т (Я) и Т неограничен, то при любом натуральном m су­
ществуют ттг-кратные сужения и m-кратные расширения оператора Т, 
принадлежащие S’ (Я).

Это предложение следует из того, что область определения замкнутого 
оператора Я—^Я имеет бесконечную коразмерность в Я, что, в свою оче­
редь, вытекает из теоремы о замкнутом графике.

2. Конечнократное расширение замкнутого оператора является замк­
нутым оператором. Условие замкнутости конечнократного сужения удоб­
но формулировать в следующих терминах (ср. с (’)). Пусть L е S’(Я) 
и оператор L неограничен. Я-краевой формой называется линейный 
функционал и', заданный на Я (Л), непрерывный по норме || • ||l = V(-, 
графика оператора L ((f,g)L = (j,g) + (Lf,Lgj, f,g e D(L)) и неогра­
ниченный относительно нормы || ■ || пространства Я. Линейное простран­
ство, образованное L-краевыми формами и нулевым функционалом, мы 
обозначим через Г (L).

Пусть теперь L е S’ (Я), и пусть U' — подпространство в Г (Я) конеч­
ной размерности тп. Если Lo cz L и D(L0) = {g^ D(L): u'(g) =0 

to и Обратно, если Lo, Le^(H) и
Lo L, то множество U' = {и'еГ(£): и'(g) =0 УдеЯ(Т.,,)} явля­
ется линейным пространством размерности тп и имеет место предыдущая 
формула для Я(Я0).

3. Если Т^ Т2 е S’’(Я), то запись 7\ V Т2 означает, что у операторов
Ti и Т2 имеется общее конечнократное сужение А В этом слу­
чае пара О\,Т2у называется ограниченной снизу, а число 
к(Т1г Т2) — dimO(712) /В(А)—dim D(7\) /D(A), называемое относи­
тельным индексом этой (упорядоченной) пары, не завпспт от А.

Отношение V ограниченности снизу является отношением эквивалент­
ности на S’’(Я), а относительный индекс обладает следующим цикличе­
ским свойством: если Tt, Т2, Т3 е S’’(//) и Т3 V Т2, Т2\/ Т3, то х(7\, Д0 + 
+ и(Т2, Т3) -ф х(7’3, Т,) = 0.

4. Если Ti, Т2 (Н~), то запись Tt\/ Т2 (Ti/\T2) означает, что опе­
раторы Ti и Т2 обладают общим копечнократным сужением (расшпре- 
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нием), принадлежащим (Я). Отношения V и Л не являются транзи­
тивными на (Я) (хотя они рефлексивны и симметричны). Справедливо 
следующее

Утверждение. Транзитивное замыкание V отношения V совпа­
дает с транзитивным замыканием Д отношения Д и совпадает с суже­
нием отношения V из (Я) на Т? (Я).

(По поводу применяемой здесь терминологии см. (2).) Другими сло­
вами, если Г, ’й’(Я), то существование таких операторов г1\,. . . ,ТР <= 
е^(Я),что Т V Th Т\\/ Т2,. .. ,Т р\/ S эквивалентно существованию 
таких операторов Д,. .., Sq е Т? (Я), что Т Д St, Д Д,... ,Sq Д S и эк­
вивалентно существованию общего конечнократного сужения 
операторов S и Т. В этом случае операторы S и Т называются родствен­
ными, а само отношение родственности обозначается символом . Бу­
дучи отношением эквивалентности, родственность ~ разбивает Т? (Я) на 
попарно непересекающиеся классы, состоящие из родственных друг другу 
операторов.

5. Для операторов S.T (Я), резольвентные множества которых 
р(5) и р(Т’) соответственно имеют непустое пересечение, справедлив сле­
дующий признак родственности: если £ р(5) Q р(Г), то .S' ~ 7'. тогда и
только тогда, когда оператор (5 — £)-1— (Г—£)-1 является конечномер­
ным *.  Опишем формулу, связывающую резольвенты родственных опера­
торов.

* В этом случае и (5, Т) = 0.
** Этот термип принадлежит М. С. Лившицу, который развил теорию характери­

стических оператор-функций в связи с задачей приведения оператора к треугольно­
му виду. Характеристические оператор-функции — фундаментальное понятие тео­
рии возмущений. Заметим, что если Т —- S, то оператор Т можно рассматривать как 
своеобразное возмущение оператора S (ср. (4)).

Пусть S, Те ^(Я), S~T, %(Д Т) = 0 и пусть р(5) Д ф. Сущест­
вует оператор А являющийся максимальным общим суже­
нием операторов S и Т. Обозначим через (рь . . . , рт) какой-либо базис 
пространства Г(Д А), состоящего, по определению, из тех линейных 
заданных на D(S) и || • Us-непрерывных функционалов, которые равны 
нулю на Я(4), и пусть ,sm — такие элементы из D(S), что Pi(Sj') =
= 6ц = дельта Кронекера. Пусть функционалы ^еГ^Л), i = 1,.. . 
..., m, и элементы j = аналогично связаны с парой
операторов Т, А (подчеркнем, что m — у.(Т, П) = %(Д Л), ибо по предпо­
ложению х(ДТ’) =0).

Далее мы используем следующие обозначения: через G обозначаем 
m-мерное комплексное арифметическое пространство С"! и, если Е — про­
извольное пространство, а п, ..., rm — линейные функционалы, заданные 
на Е, то через г мы обозначаем оператор Е-+ G, заданный формулой 
г/ = (ri/, . . . ,rmf), / е Е. Кроме того, для произвольных е1;.. ., em е Е 
через е*  мы обозначаем оператор G Я, заданный формулой е*с  = 
= СЩ1 + ... + стет, с = (ci, . . . , ст) е G. Используя эти обозначения, 
положим

df
Q© = p(5-q-1(71-L)f, ^ер(Д, (1),

где р отвечает ранее введенным функционалам р1,... , рт, a t*  — элемен­
там Д...,Д. Для каждого ^Ep(S), й(£) является линейным операто­
ром, действующим в G = С“. Функцию Й: £->-&(£) мы называем ха­
рактеристической оператор-функцией**  оператора Т от­
носительно оператора Д Ее роль поясняет следующая

Теорема. Пусть ^ер(5), f^D(T) и (Т—Qf = g. Положим 
c — qf, где q — оператор D(T)—yG, построенный по введенным ранее 
функционалам q,,..., qm.
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Тогда справедливы соотношения

^Qc = p{S-Q-'g, 7 = i*(^)c  + (-5-0-4
где

£*(£)==  [1— (£ —£)~г (Г— £)] f. (2)

Обратно, если £ер(5), g^H, с <= G и выполняются соотношения 

Q(£)c = p(S — t,)~lg, / ^Г(Ос+ (-5-0'4

rof<=D(T), (Т —0/ = g и qf = с.
Отсюда непосредственно следует, что если ?ер(5), то ^ер(Т’), 

тогда и только тогда, когда det Q(£) ¥= 0. В этом случае
(Т-О"1 = Г(ОЙ(О-1Р(-5-О-1+(-5-0-1. - (3)

Формула (3) напоминает формулу для резольвенты возмущенного опе­
ратора.

6. Пусть S е?'(Я) и S есть Ф-оператор (см., например, (’)). Если 
Т е ^’(Я) и Т V S, то Т также является Ф-оператором и indZ = 
= ind5 + х(5, 71) (см. п. 3). В частности, оператор из ^(Я), родствен­
ный Ф-оператору, сам является Ф-оператором.

7. Пусть Яо, L (Я) и Lo L (здесь мы не предполагаем, что 
dimO(L) /Д(Я0) < оо). Положим М — Lo*,  Мо = L*  и рассмотрим орто­
гональные разложения

D(L) =D(L0) ®LU, D(M) =D(M0) ®м У;

при этом для произвольного оператора <5 е (Я) символ ®s обозначает 
df

прямую (•, •) s-ортогональную сумму (напомним, что (/, g) s = (f, g) + 
+ (Sf,Sg), f, g^D(S)) подпространств пространства D(S). Тогда суже­
ние оператора L на U является унитарным отображением пространства 
{Ц; (•, -)l} на пространство {V; (•, -)м}; обратным к нему является 
сужение оператора —М на V.

Это утверждение используется при доказательстве ранее сформулиро­
ванных результатов. Из него легко вытекает следующее

Обобщение формулы Грина. Пусть в дополнение к предыду­
щим предположениям dim D (L) / D(Lo) < оо. Для произвольного базиса 
(Yi, ..., У™} пространства Г (Я, Lo) (см. п. 5) и произвольного базиса 
(61,.. ., бт) пространства Г (Я, Л70) существует такой единственный ли­
нейный оператор В: Сот->Ст, что для любых f ^D(L), g е D(M)

(Lf, g) - (f, Mg} = (Sy/, 6g)cm; (4)

при этом det В ф 0 и (х, у) c772-j£- + • • • + xmym.
8. Укажем «общий вид» оператора, родственного данному.
Пусть (Я) и пусть Т — такой оператор из ‘S’ (Я), что Т ~ L

и D(T) czD(L). (В силу сказанного в начале п. 2, условие D(T} czD(L) 
не ограничивает общность.) Тогда существуют такие х,_,..., xh Н, такие 
заданные на D(L} и (•, -^-непрерывные функционалы £/, ...,£/ и такие 
Я-краевые формы т/,..., т/, где и = х(Я,2п), что D(Г} = {/ е D(L): 

К
т/(/) = 0, / = 1,... ,%} и Tf = 4 + 3 ti'(f)Xi при f^D(T). Верно 

i=l
также соответствующее обратное утверждение.

Оператор Т*,  сопряженный описанному выше оператору Т, не допу­
скает столь простого описания. В связи с этим мы введем сейчас некото­
рые дополнительные ограничения.

9. Пусть Lo. (Я) и Lo L для некоторого натурального тп. Мы
скажем, что оператор Т из 'S’ (Я) является родственным паре <Л, Я) и бу­
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дем писать Т ~ Lo>, если Т ~ L, D(T) czD(L), D(T*)  czD(L,*)  и 
D( [L|Z)(71) ]*)  czD(L0*).  (Через 5|E мы обозначаем сужение оператора 
S на подпространство EaD(S).) В этом случае автоматически выпол­
няется условие D([L0*\D(T*)]*)  dD(L). (Отметим, что из Г ~ <Л,Л0> 
не следует, что D(L0) a D (Т).) Кроме того, если Т ~ <L, Lo>, то функ­
ционалы ti и т/, участвовавшие в формулах и. 8, отличаются от некото­
рых функционалов из Г (Л, Lo) на слагаемые, непрерывные по норме про­
странства Н. Это условие £/, т/ е Г(£, Lo) (mod Н) не только необходимо, 
но и достаточно для того, чтобы Т ~ (L, Loy. Отсюда вытекает следующее

Утверждение. Пусть Т ~ <L, Lo>; тогда существует такой базис 
(у4,...,ут) пространства V(L,La) и такие <р4,..., tpra, ф,, ...,ф„, ...
... ,Х„ еЯ, что

D(T) = y}(f) = (/, <pj), j = х},
где

x = k(L, Т) и Tf = Lf + 2 Yj (/) Ф/ + 2 (/> Xi) Фг при f^D (Т). 
У=х4“1 2=1

Справедливо также соответствующее обратное
Утверждение. Пусть (6f, ...,дга)—такой базис пространства 

Г(Л0*,  L*),  что в формуле (4) В = 1. Тогда

D(T*)  = {g<^D(L0*y.  6j(g) = — (g,qb), 7=х + 1, ...,m},

T*g  = Lng -- 2 6i U) + 2 (Я, ^i) Xi

при g e D(T*).

Львовский государственный университет Поступило
им. И. Франко 19 XI 1971
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