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С 1960 г. опубликованы работы (2_и) и другие, посвященные решению 
интегральных уравнений Вольтерра типа свертки, содержащих в ядре 
специальную функцию. Подобные уравнения имеют самостоятельное 
значение, а также важны при исследовании краевых задач для уравнений 
в частных производных. Они решаются различными методами, главным 
образом, с помощью интегральных преобразований и комплексного интег­
родифференцирования. Выяснилось, что изученные операторы являются 
суперпозицией двух операторов: в случае свертки Меллина вида хМ1. где 
I*  — производная или интеграл комплексного порядка р, а в случае сверт­
ки Лапласа вида епх1‘\

* В ((13), (5,25)} и (‘) имеются опечатки. В формуле (5.25) из (13) пропущен 
минус в выражении, содержащем ы, правильно будет 4(1 + gt)w = —<2(£2— 1). В (*) 
в формуле 5.7 (20) вместо (₽)„ нужно (0)т; в 5.7 (21) вместо (0% нужно (0')„; в 
5.7 (26) вместо (0)п нужно (0)т; в 5.8 (6) вместо (—1)₽ нужно (—t)-₽; в 5.11 (9) 
вместо (—у К нужно (—у)~₽; в 5.11 (10) вместо (1 — у)-11 нужно (—у)_и.

В настоящей работе решены два уравнения с функциями Горна (*)  
в ядре, обобщающие рассмотренные ранее. Второе из них содержит изу­
ченные в (7~9) уравнения с функцией Гаусса в ядре. Его решение полу­
чено двумя методами в нескольких видах. Указаны условия применимости 
этих методов. При использовании аппарата комплексного интегродиффе­
ренцирования (один из методов) основная трудность заключается в сло­
жении особенностей функции и ядра в точке нуль. При использовании же 
преобразования Меллина наряду с поведением функций в нуле необхо­
димо учитывать их поведение и на бесконечности. Первое уравнение, 
в отличие от второго, не является уравнением типа свертки; оно возни­
кает при решении одной краевой задачи.

1°. Изучая задачу Коши для гиперболического уравнения

zXx — zss + ^zx—^-Zs — b4==0, (1)

р, ₽, Ъ = const, Ъ > 0; z(x, 0) = т(ж), zs(^, 0) = 0. М. Б. Капилевич на­
шел ее решение в виде*  ((13), (5.25)) z(x, s) =z[r], содержащем под 
интегралом функцию Горна S2 ((*),  гл. 5.7(26))*.  Воспользовавшись 
указанными в (13) функциями Грина — Адамара и Римана, аналогично 
(12, 14), для уравнения (1) получим решение второй задачи Коши — Гурса: 
z(x,x) =<р(2а?), zs(x,0) =0. Если в этом решении положить s = 0, то 
найденная формула z(x, 0) = т(ж) = z[<p] станет обращением выраже­
ния г(ж, s) |s=x = tp(2x) = z[t], откуда после замены функций т на f и (р 
на g для уравнения

аг р 1
1-ц, ₽, — = g(x) (2)

о
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получим формулу решения

Нх) = 4" J г(1 - р) S2 (И, 1 — И, 1 — 4' х(х~

5 /(0 < 1 - а, * = Вес>0.
0 ■ ■■ ' ■ ■ : г ■ ”

(7) 
Позже выяснилось, что найденные при этом формулы с помощью установ­
ленного автором квадратичного преобразования

(«. а', 1—0, 1 — О', <4 г “

= (1 - (1 - 2,)-' F | ° + а' + “ ~ 1; о; 4S (1 - г)| (8)

сводятся к частному случаю указанного ниже результата.
3°. Обозначим через Qy'\ Tm х = Im ц = 0, класс комплекснозначных 

функций f(x) на (0, оо), для которых при любых 0 < е < Е < оо суще- 
Е со

ствуют интегралы Лебега J |/(х) \x*dx, J (/(ж) \x*dx < оо. Если суще- 
о. £

О
(3) 

Результат верен также и для комплекснозначных функций f и g при 
абсолютно непрерывной g(x), если выполнены условия сходимости ин­
тегралов: 0 < Re р < 1 и ti+llg(t), t^glt) -+■ 0 при t —0.

Уравнение (2) при и = 0 примет вид

X К_1
Л-г [/] (л) = 5 / (i)(Д^— Л-! [b dt = g (х\ (4)

о
2

где 7v(z) = T(v + 1) (—)Vv(z) — функция Бесселя — Клиффорда.

Решение уравнения (4) найдено в (* 5) в форме, преобразуемой к ре­
шению (3) при ц = 0. Если b = О, то формулы (2), (3) приводятся 
к виду, содержащему функцию Лежандра (‘). Подобные уравнения изу­
чались в (4, 6). Вычислением устанавливаем свойство

а [/] (х) = Л-н-i 1/1 (•*), Re₽>Rep>0, (5)

где I \ пр (ж), к = 2,— интеграл порядка ц от функции X
X /fi -i.-i [/] (х), определяемый формулой

х k k
гр (а:) = Ф (*) к =1,2,... (6)

о

Соотношение (5) показывает, что оператор В является суперпозицией 
двух более простых обращаемых операторов. Формулы (2) — (6) сохра­
няются и на промежутке интегрирования от а, а > 0, до х. Тогда для 
существования интеграла (3) достаточно абсолютной непрерывности g(t} 
на [а, ж], х < оо, и g\a) — 0.

2°. В ходе решения задачи Трикоми для уравнения, имеющего в гипер­
болической части вид (1) при Ъ = 0, автору пришлось решить уравнение 
с функцией (1) в ядре
ас
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Е
ствует j |/(ж) \xxdx < сю, то /(ж) е Q,.. В этом классе рассмотрим урав- 

U
нение

,v

F[f](x)^^f^x~^ а', ₽, 0', с, 1-2L, 1-^^ = £(ж),

О
О < ж < сю. (9)

Аналогично теоремам 1, 4 из (9) установим, что справедливы
Теорема 1. Если Re с > 0, /(ж)э<?хц, где х < = min [Re а,

Re р, Re (с — «' — 0')], и h < xt — Re с, h р — Re с, то F[f] (ж) суще­
ствует почти всюду в (0, оо), uF[/J (ж) е Qx—Rec-

Символически обозначим это через Т'Ф/] (ж) е <2”_Rec.
Теорема 2. Если Re с > 0, /(ж) ^Qx, х < х15 х <( х2 = 

= min [Re(с — a'), Re(c—р'), Re(« + p)] и почти всюду И/] (ж) = О, 
то f(x) = 0 для почти всех хиз (0, оо).

Вычислением интеграла приходим к формуле

S Гй~ — ^C1 F®(a’ а’’ Р’ Р ’с’ 1 ~ х’ 1 “ dx =

Г (1 + а - s) Г (1 + р - s) Г (1 + с - а' - Р' - s) л.™
Г(1+а + р — s) Г (1-I- с — а' — s) Г (1 + с — Р' — s) ’ k '

s — с У= 1, 2,..., Re с > 0, Xi + 1 > Re s.

Из (10) следует соотношение

F3(a, а', Р, Р', у, 1 - ж, 1-----= жа'-“рЦа, а', Ъ, Ь', у, 1----------1 — ж),

(И) 
где Ъ = у — а' — р, Ъ' = у — а — 0', обобщающее свойство 2.1 (22) из (*).

Решение уравнения (9) ищем в виде
/(ж) = xpR(l) (ж), (12)

Я(ж) =

“ х' т’ F’ S' р~ ■ '•1 - V.1 - 4) «I Л-
о к 7

С помощью преобразования Меллина над (9), (12) и (10) определяем 
8 наборов параметров а, а', Р, 0', р, v, 0, у, с = I + m — с (табл. 1), кото­
рые по формуле (12) дают 8 представлений решения уравнения (9), не

Таблица 1

1) a = Т = — 0 = — а', Ъ!~= р = — v = — а, 3 =тп—3' =Z—3;
2) а = —а', а' = — а, 3 = /— 3'> Р'= m — 3- v =— /> + Z— т = с—

— m — а'; 0 = — у -|- m — I = с — I — а.
В случаях 3) — 5): а' = — а, 3' = — 3, Р = — v Z, 0 = — Т — Z и

■3) а = у =— а', 3 = I + m — 3'- v = с — а' — т;
4) а — у + I = — а', 3 = I + т — 3'» v = с — а';
5) а = т — а!, 3 = I — 3Z> v = с — а', у = — 3'-

В случаях 6) — 8): а = — а', 3 = — 3', v = — р — т, у = — 0 -р т и
€) а'= р = — а, 3' = I т — 3, 0 = с — а — Z;
7) а' = р + т = — а, 3' = Z -р «г — р, 0 = с — а;
8) i' = Z — а, 3' — т — 31 9 = с — а, р = —3-
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Таблица 2

1 2 3 4 5 6

к — а — а — а' — а' а -|- а! — с а а' — с
п — а' а + а' — с а + а' — с — а — ОС — а'
г -3 — 3 а' + 3' - с а' + 3' — с — ОС — а
и -3' — ос' — ос' а + 3 — с а + 3 — с -3'
S 3 а + а' + 3 + 3z — с с - з _ з' с — а — 3' 3' с — а' — 3

сводимых одно в другое преобразованиями типа (11) над ядрами (9) 
и (12).

Условия применимости преобразования Меллина определяет
Теорема 3. Решение уравнения (9), где g (х) е <2к-не с в классе 

f(x) е существует, единственно и выражается формулой (12), 
I2 + т2 > 0, с параметрами из табл. 1 при условиях: а) х < ц < х,, 
ц < х2 и некоторых дополнительных ограничениях на и в случаях 1)—5);
б) по крайней мере, одна из функций g<m_1) (ж), Я('_1)(ж), ттг, Z = 1, 2,... 
..., m -j- Z > Re с > 0, абсолютно непрерывна на (е, Е) при любых 
е > О, Е < оо. Если лишь g‘M~ll(x), (ж)) абсолютно непрерывна,
то 1 = 0 (пг = 0).

Определим дробную производную 7_ц,ф(ж), Re ц > 0, как решение 
уравнения (6), k = 1, при условии существования интеграла ар (ж) е QK, 
% < 0. Тогда /-^(ж) е Ox-Re ц. С помощью теорем 7—9 из (9) устанавли­
вается

Теорема 4. Если Re с > 0, к х2— Rec, я < min [—Re г, 
Re (t -|- и) ], то, чтобы уравнение (9) имело решение f(x) необхо­

димо и достаточно I~cg(x) е QK.
Тогда решение единственно и выражается формулой

f(x) = xTIkxsI~l:-k-nxtInxug(x) (13)

со значениями параметров из табл. 2 при условиях Re с > А — Re п 0, 
А А— 0, Re к -А 0, г -]- s -f-1 и = 0.

Если пренебречь условиями применимости преобразования Меллина и 
существования интегралов и производных в классе Q, то все 14 представ­
лений решения формально можно перевести в одно с помощью формулы 
Г'х~г'11х~1<р(х) = Fx~'’T1'x~rty(x).

Подстановка в (13) g(x) = x~s приводит к равенству типа (10).
Если уравнение (9) задано при 0<а^^^ж<;оо, то результаты 

без учета х остаются в силе с добавлением к теореме 3 условий gM (а) = 
= R{i} (а) = 0, i = 0, 1,..., m — 1; / = 0, 1,... , I — 1.
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