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ЛОКАЛЬНО АНАЛИТИЧЕСКАЯ КОНСТРУКТИВНАЯ ФУНКЦИЯ, 
НЕ ЯВЛЯЮЩАЯСЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ •

(Представлено академиком П. С. Новиковым 19 VII 1971)

В этой заметке строится пример всюду определенной, всюду локально 
равномерно дифференцируемой конструктивной функции комплексной 
переменной, неограниченной на сегменте [0, 1] вещественной осп. Все рас­
смотрения проводятся в рамках конструктивной математики.

1. Определения используемых ниже основных понятий теории точеч­
ных множеств приведены в ('). Под функцией мы всюду понимаем ком­
плексную функцию одной комплексной переменной, определенную па от­
крытом множестве. О функциях fug с общей областью определения D мы 
говорим, что g есть производная * функции /, если для любого ком­
пактного множества К, вполне содержащегося в D, и любого е > 0 суще­
ствует б > 0 такое, что

* Это определение производной эквивалентно соответствующему определению 
из С).

\f(w) — f(z) — g(z)(w — z) | <e|w — z|,

каковы бы ни были w. z К. для которых | w — z | <6. Функция, имею­
щая производную, называется дифференцируемой; функция, дифференци­
руемая во всей плоскости, называется целой. Пусть {/„} „=0 — последова­
тельность функций, f — функция, А — открытое множество, содержащееся 
в пересечении областей определения функции /, Д, , . . Мы говорим, что

СО

ряд 2 сходится к f на А, если, каковы бы ни были компактное 
п=0

множество А, вполне содержащееся в А, и s > 0, для всех пг, начиная с 
некоторого,

т
fn(z) — /(z)|<e (zee А).

П=0

Из результатов, доказанных в (‘), гл. 5, вытекает, что дифференцируе­
мые функции могут быть следующим образом охарактеризованы при по­
мощи степенных рядов: для того чтобы функция / была дифференцируема, 
необходимо и достаточно, чтобы в любом круге {z: |z — z0| < г}, содержа­
щемся в ее области определения, эту функцию можно было разложить в 
степенной ряд, расположенный по степеням z — z:.

Будем говорить, что функция / локально дифференцируема, 
если любая точка из области определения / обладает окрестностью, в кото­
рой / дифференцируема. Для того чтобы функция / была локально диффе­
ренцируема, необходимо и достаточно, чтобы каждая точка z0 пз ее обла­
сти определения обладала окрестностью, в которой / может быть разложе­
на в степенной ряд, расположенный по степеням z — z0.

Мы построим пример всюду определенной локально дифференцируемой 
функции, неограниченной на сегменте [0, 1] вещественной оси (и потому 
не являющейся целой). Идея этого примера близка к идее построенного
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А. А. Марковым примера дифференцируемой не всюду определенной функ­
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2. Л е м м а 1. Существует целая функция р такая, что
1) lim p(z) = оо;

г->оо
Re z=o, Im z>o
2) функция р ограничена в дополнении полуполосы

П = {z: | Re z | <Z 1, Imz > 0}.

Доказательство. Существует целая функция Е, удовлетворяющая 
условиям: функция

z2E (z) + z — z2 exp (ez)

ограничена в полуполосе

{z: Re z > 0, | Im z | < л};
функция

z2E'(z) +z

ограничена в дополнении этой полуполосы (см. (3), отдел III, задачи 158, 
160). Тогда можно положить

p(z) = <р2 (z) T(cp(z)) +<p(z),
где tp(z) = —ni-z.

Лемма 2. Для любого натурального п существует целая функция hn 
такая, что

1) К(0) = 2";
2) если z не принадлежит полуполосе

П„ = {z: |Rez|<2“n, Imz>2_n},

то |A„(z) I EC 2~".
Доказательство. Пусть M — верхняя граница модуля функции р 

из леммы 1 в дополнении полуполосы П, и пусть для любого натурального 
п вещественное хп 0 таково, что

\p(xi) | > 22пМ
при всех вещественных х хп. Положим

2пр бДг + а г)
ап = max (2n, х^, hn (z) = ----- р-.} п ■.

Очевидно, /г„(0) = 2”. Пусть z^z П„. Тогда, как легко видеть, an2z + ani$z 
П,откуда

\p{a2nz + ani|<M, |fon(g)|< Д'< 2~”-
Лемма 3. Существует последовательность {а„}Хо вещественных чи­

сел такая, что
1) о ап 1;
2) для любого вещественного х существует вещественное е > 0 такое, 

что для всех п, начиная с некоторого,

|а„ — е.

Доказательство. В силу теоремы 4.2 работы (4), существует пос­
ледовательность {Ф„}„=о конечных непустых систем сегментов таких, что: 
1) Ф. состоит из единственного сегмента [0, 1]; 2) каждый сегмент из Фп+1 



содержится в некотором сегменте из Ф„; 3) любое вещественное число об­
ладает такой окрестностью, что для всех п, начиная с некоторого, эта 
окрестность не имеет общих точек ни с одним из сегментов, принадлежа­
щих Ф„. Если для любого п в качестве ап выбрать число, принадлежащее 
одному из сегментов системы Ф„, то последовательность {<?„} будет обла­
дать требуемыми свойствами.

Пусть {/„} Хс — последовательность функций, f — функция, А — откры­
тое множество, содержащееся в пересечении областей определения функ- 

ос

ций /, /о, /1, • . ■ Будем говорить, что ряд 2 локально сходится к / на 4, 
п=0

если каждая точка из А обладает окрестностью, в которой этот ряд сходит­
ся к f.

Лемма 4. Пусть {/ДХо— последовательность дифференцируемых 
функций, все члены которой имеют общую область определения D. Если 

со
2 /н локально сходится на I) к некоторой функции f, определенной 

П=0
на D, то f локально дифференцируема.

3. Положим
/n(z) = (/in(z — — hn(z — а,,))2, и = 0, 1, 2,...

(hn из леммы 2, ап из леммы 3, z — число, сопряженное с z). Очевидно, 
/„ —целая функция, принимающая на вещественной оси вещественные не­
отрицательные значения. Пусть z0 — произвольная точка комплексной пло­
скости. Положим х = Re z0. Пусть е > 0 таково, что для всех достаточно 
больших п I ап — х | /'' ■ е, и г = Для всех достаточно больших п и 
всех z таких, что | z — z01 г,

| Re (z — а„) | = | Re (z — ап) | > 2_п,
откуда

|fe„(z —an)|, \hn(z — ап) 1 2"“,

| /п (z) | < (2~" + 2-”)2 = 2~2п+2, sup | fn (z) | < 2“2n+2.
Iz-ZoK'-co

Отсюда вытекает, что ряд 2 Л локально сходится к некоторой всюду оп- 
п»0

ределенной функции /. В силу леммы 4 / локально дифференцируема. Да­
лее, для любого натурального п вещественно и

/(ап) >/„(ая) = (2Л„(0))2 = 22"+2.

Таким образом, f обладает всеми требуемыми свойствами.
В описанной конструкции использовано одно упрощение, предложен­

ное В. П. Оревковым.
Ленинградское отделение Поступило
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