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(Представлено академиком Л. Н. Тихоновым 15 VII 1971)

Функция алгебры логики /(хъ ..., ж„) называется пороговой, если 
существуют вещественные числа иц,. .., wn, h такие, что /(зл, • . ■, х„) = 
= 1 тогда и только тогда, когда

WiXi + • • ■ + Wr,xn h. (1)
Известно, что для любой пороговой функции можно подобрать целые 

wn, h в определяющем ее неравенстве (1). Функциональный эле­
мент (см., например, (*  **)), реализующий пороговую функцию, называется 
пороговым элементом. Схема из пороговых элементов 
(с.п.э.) — это схема из функциональных элементов, все элементы которой 
реализуют пороговые функции. Обычно рассматриваются два определения 
сложности с.п.э.: L(S) —число элементов в S и L°(S) —сумма модулей 
всех коэффициентов щ всех элементов схемы (при условии, что пороговые 
функции задаются целочисленными неравенствами (1)). Пусть /—функ­
ция пли система функций (вектор-функция); обозначим через L(j) (L(j I 
/ g)) минимальное число элементов в с.п.э., реализующей f (минимальное 
число элементов в с.п.э., которую надо присоединить к выходам схемы 
для Д, чтобы получить схему для /). Если Й— (конечное) множество (век­
тор-) функций, то через L(t5) (L(S / g)) будем обозначать maxL(/) 

/eg

* Заметим, что L(n, т) sg 2” Д- т. Поэтому при т порядка 2" и выше имеет 
место соотношение Цп, пг) Ж т.

** Здесь всюду имеются в виду логарифмы по основанию 2.

(max L (f/g)). Если г?— множество всех функций f(xh . . . , х„) от п аргу- 
/—д'

ментов (всех систем (/, (хь .. ., х,,),... , (хь ..., х,,)), которые будем на­
зывать (га, т)-функциями), то вместо будем употреблять обозначе­
ние L(n) (L(n, т)). Последние функции получили название функций 
ТПеппопа. Аналогично определяются функции Lr’(n) и т. д.

Задачей о сложности с.п.э., реализующих произвольные функции алгеб­
ры логики, занимались многие авторы. Для L°(n) Е. Ю. Захарова С) уста­
новила асимптотику 77(га) ~ 2"/ п. Получение оценок функции L(n) по­
требовало создания специфических методов. Э. И. Нечппорук (3) установил 
порядок функции L{n). получив оценки

2(2" / га)1/2 <7 L(n) 2ф2(2” / п) ‘А (2)

В направлении получения асимптотики функции Е(п) Н. ГЕ Редькиным 
(4) установлена асимптотика функции Т(§) для некоторого специального 
класса функций и при некоторых ограничениях на схемы (схемы глуби­
ны 3).

Целью настоящей заметки является изложение идеи доказательства 
асимптотических формул для L(n) и L(n, гп).

Теорема :!. L(n) ~ 2(2п / п),/2.
Теорема 2. Если т = о(2П), то *

L (га, гаг) — 2 / m-2n У/2 
\п — log гаг/
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или в другой форме-, если т = 2" / ср, ф —оо, то

L(n, т) ~ 2”+1 / Уф log ф.

Нижняя оценка для L(n) доказана Э. И. Нечипоруком (3) (см. (2)). 
Нижняя оценка для L(n, т) доказывается аналогично. Все дальнейшее 
относится к верхним оценкам.

Пусть а = (cxi,..., а„) —набор из нулей и единиц. Обозначим через 
| а | число 2^! + 2‘а2 + ... + 2"~1аи. Функцию алгебры логики / будем 
называть квази монотонной, если она удовлетворяет условию: если 
|а| < |р|, то /(а) /(|3). Каждая квазимонотонная функция / пол­
ностью определяется целым числом (порогом) X, обладающим тем свой­
ством, что /(а) = 1 тогда и только тогда, когда |а| Л. Вектор-функцию 
будем называть квази монотонной, если она состоит из квазимонотон- 
ных функций. Каждая квазимонотонная (га, т)-функция полностью опре­
деляется вектором (Xi,..., Хт), где Хг — порог г-й функции.

Обозначим через Аа (Аа) множество квазимонотонных (а, 2°)-функций, 
векторы которых (2л, .. ., Z2a) яе'ляются перестановками набора (0, 1,... 
..., 2“ — 1) (набора (1, 2,..., 2“)). Обозначим через Аа-Ь (Аа-Ь) множе­
ство (а + Ь, 2“)-функций F(х, у), удовлетворяющих условию (здесь х име­
ет длину а, у — длину b) : F (х, Р) е Аа (е Аа).

Пусть Кь есть (Ь, 2Ь)-функция, содержащая все элементарные конъюнк­
ции г/10,у2"2. .. уАь. Очевидно, что L(Kb) = 2Ь.

Лемма 1. L( A " b ! КЬ) 2°, L (Л“’ь / Кь) < 2".
Доказательство основано на использовании пороговых функций 

Fc..... c2f>(^i,..., ха, Ui, ... ,и2ь), определяемых неравенствами
2°^, ф- 2'х2 + ... + 2а_1жа — сач — с2и2 — ... — с2ьи2ъ 0.

Пусть Еа — множество наборов из нулей и единиц длины 2“ с одной 
единицей. Пусть Ва-Ь — множество (га + Ь, 2“)-функций F(x, у), удовлет­
воряющих условиям

F(&, Р)еК‘; (*)
если й1 ¥= а.2, то F(Si, р) #= F(а2, (3). (**)

Лемма 2. Ь(Ва-ъ/КД 3-2°.
В самом деле, пусть ф(щ, га2) = и,и2. Каждая вектор-функция F из Ва-6 

может быть представлена в виде F = ф (F,, F2), где F, е Аа-b, F2 е Аа-ь 
(операция ф применяется в каждой компоненте).

Пусть Са- ь — множество (га + Ъ, га)-функций F(Ж, у), удовлетворяющих 
условию (**).

Лемма 3. ЦСа-ь / Кь) 3-2“ + га.
(К схеме для F из Ва-ь следует присоединить1 схему, выдающую по на­

бору с одной единицей двоичную запись номера разряда, в котором стоит 
эта единица; подробнее см. (5), стр. 57—59.)

Будем рассматривать (2“, а)-матрицы (2“ строк, а столбцов) из нулей 
и единиц. Обозначим г-ю строку матрицы М через р,. Определим следую­
щие две операции над матрицами:

М' -f- М" — поэлементное сложение по mod 2;
М' □ М" : щ = р/ при 1 i 2а~1 и р, = р/7 при 2“-1 < i 2“.
Будем называть (2“, га)-матрицу перестановочной, если все ее 

строки попарно различны.
Лемма 4. Для любой (2а, а)-матрицы М найдутся четыре перестано­

вочные (2“, а)-матрицы M(i}, М{2\ M(S\ такие, что

М = (М(1) +Л/(2)) □ (Л7<3) +Л/<4)).

(р^ир®— это любые два набора такие, что р^ ф р[2)= рх; РгХ) и р^ — 
любые два набора такие, что, р^ + р22) = р2, р?’ Д= Pi^, Р22>¥=Р12) и т- Д-)-
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Пусть Da'ъ — множество всех (а + Ъ, а)-функций.
Л емма 5. 12-2“ + 0(a).
Доказательство леммы опирается на леммы 4 и 3.
Пусть Da'ь-с—множество всех («+&, 2е)-функций. Очевидно, что 

если 2е < а, то L (Da-ь-с / Кь) < L (Da-ь / Кь).

Л е м м а 6. Если т = 2п / ср, а> оо, то L(n, т)=£ ■ . .
V <Р log <Р

Приведем набросок доказательства этой леммы. Положим с = 
= [log logcp — 2], а = [‘/г (log ф — log log <р) ], Ъ = п — а — с. Тогда (при 
достаточно больших п) 2е а. Переменные произвольной (п, т) -функции 
F = (/,,...,/„) разобьем на три группы: х— длины а, у—длины Ъ, 
z — длины с. Схема для F состоит из подсхем Э?±, 3J2, S, S3. Подсхемы 9?! и 
Ш2 реализуют Кь и К соответственно; T(9?i) = 2Ь, £(9?2) = 2е. Пусть 
yi,. .., — все наборы длины с, занумерованные в естественном поряд­
ке. Пусть Fi — (f,(x, у, yi),.. ., f;(x, у, y2c)), это (а + Ъ, 2е)-функция. 
Подсхема S реализует вектор-функции Ft (1 ■ i т); L (^) =7 т-2а 
(лемма 5). Подсхема S3 выбирает (для каждого i отдельно) тот разряд 
вектор-функции Fi, который соответствует значению 2; L(SB) =7 т •2е.

Из доказательства следует, что порядок функции Шеннона может быть 
получен на схемах ограниченной глубины. Можно показать, что для этой 
цели достаточно ограничиться с.п.э. глубины 4.

Определим операцию умножения (р, q) -функции G(x) = (g1(J),... 
. ..,gq(x)) на (q, г) -матрицу М = ||pj, 1 sC i q, 1 j г, следую­
щим образом. Пусть щ = (р41,. .. , p,ir). Функция F (х) = G(x) X М есть 
(р, г)-функция, значение которой на произвольном наборе а определяется 
так:

|^(й) I = gi(a) I Ц1| + g2(a) | р.21 + . . . + gq(a) | Ц4| (mod2r).

Будем называть (q, г)-матрицу М монотонной, если ||
| ,Й2 | | ц, |.
Лемма 7. Для любой (а, а)-функции F существуют (а, 2") -функция 

G из Аа и монотонная (2“, а)-матрица М такие, что F = G X М.
(Сначала берется функция G' из Аа, определяемая вектором (0, 1,... 

... ,2" — 1), и матрица М' такая, что F = G' X М'. Затем одновременной 
перестановкой компонент в G' и строк в М' матрица М' превращается 
в монотонную.)

Кодом монотонной (2“,а)-матрицы М будем называть набор из нулей 
и единиц длины 2“+1, имеющий 2“ нулей и 2“ единиц, такой, что число еди­
ниц, стоящих левее г-го нуля, равно |р,.| (см. также (5), стр. 64—67).

Набросок доказательства верхней оценки теоремы 2. 
Пусть F(fi,..., fm)—произвольная (п, тп) -функция. Набор значений 
(длины 2я) каждой функции /; разбивается на куски длины а-2а, а — 
= [1/2log(p — 41og log cp]. Каждый такой кусок определяет некоторую 
(а, а)-функцию. Пусть F^ — (а, а)-функция, соответствующая /-му куску 
функции ft. Значение функции Д на наборе б есть значение некоторого 
(й-го) разряда значения некоторой функции F^ на некотором наборе т; 
h, j и т определяются по б соотношением

(/-1)«-2“+ |т|а + h = |о| +1.

Каждая функция Fi:i представляется в виде Fi} = Gti X Мц, где G^ — не­
которая («, 2“)-функция из Аа, а — монотонная (2“, а)-матрица (лем­
ма 7).

Схема для F состоит из нескольких подсхем. Подсхема 91 по б опреде­
ляет /— 1, т и h. Основной подсхемой является подсхема ®, реализующая 
некоторым специальным образом все функции G^. Она состоит из подсхем 

4___
6 (1 С i т). Подсхема ®,- состоит из г ярусов (г ~ ]/8ф / 2о/2]''а); Z-й



ярус состоит из Z блоков Вт, . . . , Вш. Блок Вт состоит из 2“ элементов, 
каждый из которых имеет входы трех типов:

1) а входов, аналогичных входам xt,...,xa элемента для 
FCt,C2b(xi,, ха, u\,..., ii2b); на них подается набор т;

2) ti «информационных» входов, аналогичных ult..., ti равно 
числу элементов во всех блоках всех предыдущих ярусов всех подсхем

т. е. h = Z(Z — 1)пг-2“-1; эти входы присоединены к выходам указан­
ных элементов;

3) некоторого числа управляющих входов.
Каждый из блоков Вт может находиться в одном из двух состояний — 

активном и пассивном. В активном состоянии находится ровно один блок 
в каждой подсхеме S,. Он реализует одну из функций Gi3. Находящиеся 
в пассивном состоянии блоки вырабатывают набор с одной единицей, по­
даваемый на информационные входы активного блока.

Дополнительная подсхема управления © отправляет выработанный 
активным блоком набор в определенное место. Подсхема 2Гс выдает по i 
коды монотонных матриц Мц,. . ., Mmj. Используя лемму 6, имеем =
= о(2" / Уф log ф). Подсхема $ по кодам монотонных (2“, а) -матриц 
определяет все их элементы. При этом используется также некоторый ана­
лог сети Ю. П. Офмана (6). Наконец, подсхема $ осуществляет умноже­
ние Сц X Мц и подсхема S3 выделяет нужные разряды.

Сочетание теоремы 2 (метод синтеза) и принципа локального кодиро­
вания (s) позволяет почти механически получать асимптотически наилуч­
шие (наилучшие по порядку) методы синтеза с.п.э. для известных классов 
функций, допускающих более простую схемную реализацию, чем большин­
ство функций. При этом требуется лишь изменение значений параметров 
в обычных методах синтеза.
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