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1. Пусть Зв — конечно-мерное пространство, наделенное нормой, с 
замкнутым телесным конусом К, Зв* — сопряженное пространство, К* — 
сопряженный конус (*~3). Известно, что К* замкнут, телесен и (А*)* = К. 
Пусть X Зв, Y е Зв. Будем писать X^Y, если X — Y е К, и X > Y, 
если X — Y принадлежит внутренности конуса К. Аналогичные обозначе­
ния будут применяться и для элементов пространства Зв*.

Рассмотрим в Зв дифференциальное уравнение

dX Idt = A(t)X, i0 i <; оо, (1,1)

с непрерывной по t операторной функцией A(Z). Во всех утверждениях 
и. 1 будем предполагать, что оператор Коши F(t, т) для (1,1) положителен 
при t т t0, т. е. F (t, т) А е А, если X е К.

Лемма 1. Пусть при to t < °о выполняется равенство

dG / dt + A*(t)G = -H(t), (1,2)

где G(t) e К*, H(t) e К*, и для X К

«(онл (a, gw) ==;rnnii, d,3)
(X,H(0)>Y(i)IIX||, (1,4)

где a(t) >0, |3 (£) >0, y(t) 0 — непрерывные функции.
Тогда

где с — некоторая положительная постоянная.
Для доказательства леммы 1 следует рассмотреть функцию V(£) = 

= (F(t, т)А(т), G(i)), гДе А(т) е К. Используя (1,2), (1,3) и (1,4), не­
трудно получить следующее неравенство для всех А(т) еА:

t

г (<, Ч х (ЧI < вхр ( - 5*) IX (4 ||.
т

(1,6)

Ввиду телесности А из (1,6) следует (1,5).
Лемма 2. Пусть ф (s, t) <р (s, i) >0, ц (i) v (i) 0 — непрерыв­

ные функции, для X е К выполняется соотношение

ф($, о ]|А|| ||А(s, t) All sC ф($, t) IIAll, to t sC s < oo, (1,7)
co

и интеграл J ф ($, to) M- (s) ds сходится.
lQ
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Тогда для любой непрерывной функции H(t) е К*, i0 i < оо, удов­
летворяющей при X е К условию

v(0UII (X, Я(0) < |i(i)||X||, (1,8)

существует G(t) <= К*, la t < оо, такая, что выполняется (1,2) и для 
ХееК

оо оо

5 V (s) ф (s, t) ds ,|| X || < (X, G (Z)) < J И (s) ф (s, t) ds ■ II Х||. (1,9)
t t

Для доказательства леммы следует рассмотреть функцию G(t) —СО
•= j F*(s, t)H(s)dS, учитывая, что из положительности F(s, t) следует 

t
положительность F* (з, t).

Лемму 1 можно использовать для получения достаточных признаков 
устойчивости. Функции (X, G(t)) и (X, положительные в К, игра-
ют ту же роль для уравнений с положительными решениями, что и функ­
ции Ляпунова во втором методе Ляпунова. Поэтому естественно назвать 
их линейными -функциями Ляпунова. В том случае, когда (1,3) и (1,4) 
выполняются при положительных постоянных а, р и у, лемма 1 дает до­
статочные условия экспоненциальной устойчивости. В случае экспонен­
циальной устойчивости в (1,8) в качестве v и ц можно взять положитель­
ные постоянные и получить из леммы 2 необходимые условия экспонен­
циальной устойчивости.

Сформулируем также одно предложение для случая, когда А (£) не за­
висит от t: А (£) == А. Условие положительности оператора Коши, т. е. 
в данном случае оператора exp (А (I — т)), сохраняется.

Теор е м а. Для того чтобы тривиальное решение уравнения (1,1) было 
■асимптотически устойчивым, необходимо, чтобы для каждого Y 0 суще­
ствовало решение X О уравнения

AX——Y, (1,10)

причем X > 0 при Y > 0, и достаточно, чтобы для некоторого Y > 0 су­
ществовало решение уравнения (1,10) X > 0.

Для доказательства достаточности следует учесть, что асимптотиче- 
<ская устойчивость тривиального решения уравнения X = АХ эквивалент­
на асимптотической устойчивости тривиального решения уравнения 
G = A*G, и воспользоваться леммой 1. Необходимость вытекает из сле­
дующего представления решения уравнения (1,10) в случае асимптоти­
ческой устойчивости:

X = - A~lY = jj exp (Xs) Y ds.
о

2. Рассмотрим в n-мерном пространстве E, наделенном некоторой нор­
мой, систему п линейных дифференциальных уравнений

dx / dt = A (t)x, t0 t <Z оо, (2,1)

где A (t) — матрица с непрерывными элементами.
Пусть F (£, т) — оператор Коши для (2,1). Введем вещественное гиль­

бертово пространство Зв симметричных (n X п) -матриц со скалярным про­
изведением (X, У) = spXY. Известно ((3), гл. VIII, § 7), что множество 
всех неотрицательно определенных матриц есть телесный замкнутый ко- 
пус К в Зв, внутренность которого составляют положительно определенные 
матрицы, и что этот конус самосопряженный: К* = К.
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Рассмотрим в 36 уравнение
def

dXldt = A (t)X + ХА" (t) = L (i) X. (2,2)

Оператор Коши F(t, т) для (2,2) связан с F (i, т):

т)Х = 7Д£, т)ХГ*(£, т). (2,3>

Из (2,3) нетрудно получить

Colim Т) || И(г, Т) II2 с eJim Т) II. (2,4)
Поскольку оператор F (t, т) положителен, что непосредственно выте­

кает из (2,3), результаты пункта 1 применимы к уравнению (1,2) и, в 
силу (2,4), соответствующим образом переносятся на систему (2,1). Эти 
результаты могут быть использованы для исследования устойчивости три­
виального решения системы (2,1) (4,5). Уравнение (1,2) в данном случае 
приобретает вид

dX/dt + Л*(0Х + ХЛ(г) = -F. (2,5)

3. Лемма 3. Если оператор Коши для уравнения (1,1) и некоторый, 
оператор B(t) положительны, то оператор Коши для уравнения

dX/dt = A(t)X + B(t)X (3,1)
также положителен.

Доказательство. Пусть X (т) е К. Рассмотрим уравнение Воль- 
терра

t
X (t) --= F (t, т) X (т) + J F (t, s) В (s) X (s) ds. (3,2)

T

Применяя к уравнению (3,2) обычный метод последовательных прибли­
жений, получим доказательство леммы.

4. Рассмотрим систему стохастических уравнений Ито

/г

dx (t) = A (t)x (t) dt + 3 (t) x (t) dwr (t)r (4,1)
r=l

1де A (t), Br (t) — матрицы порядка га X n с непрерывными no t элемен­
тами, wAt). r= l,...,7c, — независимые процессы броуновского движе­
ния (6_s). Пусть М (t) = {mn(t)}, i = 1,..., га, 7 = 1,..., га, — матрица 
моментов второго порядка для решений системы (4,1). Как известно (8~“), 
M(t) удовлетворяет уравнению

kнм ■ст def= A (t) M + MA* (t) 4-2 Br (t) MB*r (t) = L (t) M + В (t) M, (4,2) 
r=l

n
B(t)M = ^ Br(t)MB;(t).

Будем рассматривать это уравнение в пространстве 36 с конусом К из п. 2. 
Так как оператор B(t) положителен, то согласно п. 2 и лемме 3, оператор 
Коши для (4,2) положителен. Поэтому результаты п. 1 могут быть приме­
нены для исследования среднеквадратичной устойчивости (8) тривиаль­
ного решения системы (4,1). Уравнение (1,2) в данном случае приобре1- 
тает вид

k
A* (t) М + МА (I) - 2 в; (t) MBr (t) = - X. (4,3)

Г=1
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5. Рассмотрим систему п уравнений (12, 13), находящуюся под воздей­
ствием марковской цепи,

dx / dt = A (i, и)х. (5,1)

Здесь О t < 00} — марковская цепь с N состояниями th,, aN;
At(t) = A(t, Ui),..., A„(t) = A(t, uN) —матрицы с непрерывными no t 
элементами порядка n X n. Можно показать (13), что исследование средне­
квадратичной устойчивости (12) тривиального решения системы (5,1) сво­
дится к исследованию устойчивости тривиального решения системы

dMr
dt Ar (t) Mr -J- MrAr (/) — qrMr -J- 2 QkrM r = l,...,N, (5,2)

где Mr(i), r = 1,... ,7V, — симметричные матрицы порядка n Xn, qr = 
— —Qrr, Укт, к =X= г, элементы инфинитезимальной матрицы процесса 
{п(£), 0 t< 00}. Введем вещественное гильбертово пространство 17? х, 
элементами которого являются векторы М = coJon (Mt,..., MN), где 
Mt,. .. , MN — симметричные матрицы порядка п X п. Скалярное произве­
дение в определяется равенством (М, Ж} = sp МкЖ\ +.. •+ sp МхЖх. 
Множество векторов М, все компоненты Мг которых — неотрицательно 
определенные матрицы, образует замкнутый телесный конус KN в 9Sк. Си­
стему (5,2) будем рассматривать в Для изучения поведения решений 
системы (5,2) можно привлечь результаты п. 1, поскольку, как это не­
трудно заключить, используя лемму 3, оператор Коши системы (5,2) по­
ложителен в Ж.-,- с конусом KN.
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