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(Представлено академиком И. Н. Векуа 12 X 1111)

1. Пусть Я" — эвклидово «-мерное пространство, G — выпуклая об­
ласть Кп, х <^.G,x = (хъ . .., х„).

Здесь и в дальнейшем дробную производную порядка а, 0 < а < 1, 
функции f(x) ^G(Rn) будем понимать в смысле И. А. Киприянова (',2) 
и обозначать f~' (Р, Q), где Р е G(Rn) — фиксированная точка, Q — про­
извольная точка этой области.

C(“’(G) — множество функции /(ж), непрерывных^ G и имеющих не­
прерывные производные Да> (Р, Q), 0 < а < 1, в G X G.

Напомним, что норма в С{а> (G) вводится по формуле

1!/!1с<«)(С) = тахI + тах _1/<а)(р> <?)1- (!,!)
(Р, Q)<=GXG

L (G) означает множество функций f(x) eL^G), 7 > 1, имеющих 
в G производные Да) (Р, (?) е £3 с нормой

li/llL(a)(G) = 1/(<2)РС)1/3 + (JJ I /“V, <?) |W)V’. (1,2)
*2 ' G ' G G

В таком случае C(c<)(G) и L(q^ (G) будут полными линейными нормиро­
ванными пространствами (2).

Наряду с C':~J (G) и LgJ\G) вводим обобщенное пространство С. Л. Со­
болева WPr(G), где г = [г] Д- а, 0 < a < 1 (3,Д.

2. Рассмотрим уравнение вида

Lu = (а^их. 4- щ (ж) и) -L (х) их. + a(x)u = ty (ж), (2,1)

где ip (ж) — dft/ dxi Д-/. Подразумевается, что суммирование по индексам 
i и / совершается в пределах от 1 до п.

Будем предполагать, что уравнение (2,1) строго эллиптического типа, 
т. е,

•п. п
г 2 ё: < ai£& < И 2 V, [1 — const. (2,2)

2=1 2=1
П

Введем обозначения: а0 =------ а (х) dx, М — шах ] 2 Фг — ai)2 5
“в _ 2=1 ЦаДО

lla+ И ЦыдДС), где а+ (ж) = шах {а (х) — а0; 0}, а (ж) =— <j0 - - шах {— а (х) Д- 

+ а0; 0}, С (q) — некоторая постоянная, зависящая от q и п, q — некоторое 
число, q О 0;

= (2,3)

Для уравнения (2,1) в G(Rn), ограниченной достаточно гладкой по- 

-086



верхностыо dG, рассмотрим задачу Дирихле

Lu = -ф (ж), и | да = 0, (2,4)

при условии ф(аг) е L2(R). Предполагается, что без ограничения общности 
граничное условие сведено к однородному.

Принято говорить, что область G обладает свойством 91, если задача Ди­
рихле Ан = ср (ж), и | да = 0 разрешима в РИДо для какого-либо плотного 
в L2(G) множества 2R функций ф (х).

Здесь и в дальнейшем используется символика и обозначения, приня­
тые в (5).

Теорема 1. Пусть область G(Rn) обладает свойством 91, ограничена 
достаточно гладкой поверхностью dG с кривизной, ограниченной снизу чис­
лом к-, и если выполнено неравенство

Ci (?) + а0 < 0, q < п, (2,5)

то задача (2,4) однозначно разрешима в пространстве С0(а) при любой 
ф 6= Л2((?) .

Пусть и(х) е ТУ2,2о — решение задачи (2,4) в области G(Rn). Для об­
ласти, ограниченной достаточной гладкой поверхностью dG с кривизной, 
ограниченной снизу числом К, имеет место неравенство (5)

I) и |||у2 (G) С С [|| Ли ||l2(G) + || и ||t(G) (2,6)

(С — некоторая константа).
По условию теоремы область G]Rn) обладает свойством 91, справедливы 

неравенства (2,5) и (2,6), тогда решение и(х) задачи (2,4) в пространстве 
W2,z0(GJ будет единственным при любой ф(ж) е L2(G).

В силу результатов (\ 2) Со(а) -> W2,z0, 0 < а < 1.
Таким образом, верна теорема Слободецкого (4), в силу которой реше­

ние задачи (2,4) в С<а> (G) будет единственным.
3. В качестве конкретного примера рассмотрим первую краевую задачу 

для эллиптического уравнения
Au = f(x), (3,1)

с граничным условием
zz|9j = ср (ж), (3,2)

где G е R3, dG — достаточно гладкая граница области G.
Теорема 2. Чтобы задача (3,1), (3,2) была однозначно разрешима в 

CW(G), 0 < аСУг, необходимо и достаточно, чтобы f(x)^L2(G) и наги- 
перплоскости двух измерений ф L/(dG), 0 < р < */6. При выполнении 
этих условий имеет место двухсторонняя оценка

yi/iu,+Уи,..и«+ s im.,K>+ 2 кiDV,г?с1]'д<
L L |K|=p/2] |K|=[»/2]

II U (G) Y2 {ll / llb2(G) + pl llb2(SG) 2 II IIl2(9G) +

1 L |K|=FJ
+ 2 K[D4,dG]\‘2}, (3,3)

где
К[ду, dG] = Jjj dxdL

SGxdG

В силу (‘,2) W2z(G)->- C(a\ 0 < a < */2, имеем и(ж)е W2Z(G), анало­
гично, в силу W23/2(dG) -d-L2^(dG), 0 < |3 < ‘/е, <р(ж)е 1У23/2(ЗЛ).

Кроме того, по условию / (ж) е L2 (G).
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Таким образом, верна теорема Л. Н. Слободецкого (4), в силу которой 
решение задачи (3,1), (3,2) в С<а) (G) будет единственным. В силу той же 
теоремы и определения обобщенного пространства Соболева (3) где
г — дробное, вытекает справедливость двухсторонней оценки решения 
и(х).
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