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Введем понятие гармонической системы отсчета, определив ее следую­
щим образом. Система отсчета называется гармонической, если в 
числе принадлежащих ей систем координат есть хотя бы одна гармониче­
ская (тогда их существует бесчисленное множество).

Выделение класса гармонических систем отсчета имеет определенные- 
основания. Прежде всего, существование гармонических систем координат 
само по себе является, как указывает В. А. Фок (*), «фактом первосте­
пенного теоретического и практического значения». В то же время, как 
известно, существует концепция системы отсчета, предложенная 
А. А. Зельмановым, на основе метода хронометрических инвариантов (2). 
Поэтому гармонические координатные условия (')

Г^ = 0, (1),

записанные в обозначениях, принятых в теории хронометрических инва­
риантов,

£) = «ар _£°Р .
8 да* ’ (3)

и не являющиеся 3-мерно ковариантными величинами, с неизбежностью- 
должны выделять некоторый класс систем отсчета. В противном случае 
условия гармоничности (2), (3) выделяли бы только некоторые коорди­
наты, принадлежащие любой системе отсчета, что до некоторой степени 
понизило бы их принципиальное значение для теории тяготения.

Для выяснения вопроса о гармоничности системы отсчета заметим, что 
гармонические координаты являются едва ли не единственными, удовлет­
воряющими линейному общековариантному уравнению (*)

□<р = g“PVaVp<p = 0. (4)
Как известно (2), четырехмерные координатные системы, принадлежа­

щие одной и той же системе отсчета, связаны преобразованиями

х'г = х'*(х\ х2, х3), (5)
х'° = х'°(х1, х2, х3, х°). (6)

Предположим, что мы выбрали произвольную систему отсчета и в ней 
координаты ха. Если она допускает также и гармонические координаты 
xha (т. е. является гармонической системой отсчета по определению), то 
эти координаты должны быть связаны соотношениями вида (5) и (6). Так 
как гармонические координаты удовлетворяют уравнению (4), то условия, 
накладываемые на систему отсчета, для того чтобы она допускала преоб­
разования (5) и (6), одновременно должны быть условиями интегрируе-
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■мости уравнения (4), линейный оператор которого записан в координа­
тах ха.

Перепишем уравнение (4) в хронометрически инвариантном виде

Рассматривая его отдельно для пространственных п временной гармо­
нических координат и учитывая (5), получим

(7)
□ (4) = 0. (8)

Уравнение (8) интегрируется при любых координатах ха. Это следует 
из того, что условия гармоничности (2) и (3) являются дополнительными 
координатными условиями к общековариантным уравнениям Эйнштейна, 
допускающим преобразования координат, содержащие четыре произволь- 

. ные функции. Поэтому, если уравнения тяготения решены в некоторой 
системе координат, всегда можно перейти к гармоническим координатам. 
Значит, уравнение (8) всегда имеет решение вида (6).

Для уравнения (7) такое рассуждние, вообще говоря, неприменимо, 
поскольку решение уравнения (7) не должно зависеть от временной коор­
динаты, в то время как коэффициенты в общем случае зависят от нее. 
Только для случаев стационарных систем отсчета интегрируемость урав­
нения (6) следует из приведенных выше рассуждений. Поэтому любая 
стационарная система отсчета является гармонической.

Итак, необходимо найти условия интегрируемости уравнения

<рк = *V;,rp, (9)

три решения которого будут пространственными гармоническими коорди- 
.натамп.

Применяя к уравнению (9) хронометрически инвариантный оператор 
дифференцирования по времени и учитывая независимость от х°, полу­
чим следующую систему дифференциальных уравнений:

№ = Fk^,
D^i(fk = K^k, 
*b^ViVk=L^k, (10?

= Nkyk,
= Rk$k,

где Dlh — хронометрически инвариантный тензор скоростей деформации 
пространства отсчета; точки со звездочкой означают хронометрически ин­
вариантное дифференцирование по времени; К\ I/, ... — хронометриче­
ски инвариантные векторы.

Будем рассматривать правые части (10) в качестве известных функций 
координат х'\ Так как

= * Vft'cpi,

(10) представляет систему алгебраических уравнений относительно шести 
неизвестных *V,rpft.

Система (10) в общем случае может обладать сколь угодно большим 
числом уравнений. Поэтому, для того чтобы она имела хотя бы одно реше­
ние, необходимо обращение в нуль всех характеристических определите- 
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лей. Если это условие выполняется, то решение системы уравнений 
можно записать в виде

d*Dik /
д\ \ 

d*Dik )

(10)

(И)

(12)

хронометрически инвариантный тензор, а А — определитель, составленный 
из коэффициентов при неизвестных и являющийся хронометрически инва­
риантной плотностью веса четыре.

Как известно (s), необходимые и достаточные условия интегрируемости 
системы дифференциальных уравнений (11) можно получить, применяя 
коммутатор из ковариантных производных (*Vi*Vft — * V**V4) к вектору

Тогда, используя (12), можно условия интегрируемости записать в 
форме
(’Vi% _ Фг = + snu^k - SX) cPm. (13)

(Свойства тензора II "у™ рассмотрены в (2).)
Равенства (13) должны иметь место при <р = xhl, <р — ад2, icp — xh3. 

Так как якобиан преобразования
_ д(х\, xl, xf) 

д (а:1, ж2, х3)

не должен обращаться в нуль, то должны равняться нулю коэффициенты 
при срй в (13), т. е.

Я---т *Г7 от »Y7 rm , rm on on от /4/Л
lik = — У/i^kl “Г ^nk^il —

Хронометрически инвариантные и 3-мерно ковариантные равенства 
(14) и являются необходимыми условиями гармоничности системы от­
счета.

К сказанному необходимо добавить следующее. Если определитель Д 
будет равен нулю, выражение (12) становится, на первый взгляд, бес­
смысленным. Но если система отсчета является гармонической, то из (2), 
(10) и (12) следует, что неопределенность в (12) раскрывается и Sm имеет 
конечное значение.

Исходя из того, что Sm' — хронометрически инвариантный тензор, сле­
дует, что в любой гармонической системе отсчета неопределенность в (12) 
раскрывается. Если SM{ в некоторой системе отсчета примет бесконечное 
значение, то она не является гармонической.

Следовательно, необходимыми условиями гармоничности системы от-, 
счета являются равенства (14). Достаточными условиями являются равен­
ства (14) и требование, согласно которому тензор должен иметь конеч­
ное значение.
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