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произ- 
случае 
облас-

1. Через х = (х1г х2,..., хт) и у = (уь у2,.. ., ут) будем обозначать 
точки m-мерного вещественного эвклидова пространства Rm, через Б — 
ограниченную область этого пространства с границей дБ, гладкой в смысле 
Ляпунова, а через G — неограниченную область того же пространства 
(также с гладкой по Ляпунову границей <?(?). Через A (Б) (соответствен­
но A (G)) мы обозначим совокупность функций U (ж), гармонических в 
области Б (соответственно (?) и непрерывных со своими частными 
водными первого порядка вплоть до границы этой области (в 
А ((?) непрерывность требуется лишь в конечных точках границы 
ти D).

Известно, что для функций класса А (D) справедлива формула 
\y(z,y)^(y)-U(y)^(x,y)]dGy = P^

Я, L J ( 0, х eg Б,

Грина

(1,1)

(здесь п — направление внешней нормали к дБ в точке интегрирования 
у, day — элемент площади дБ в точке у, а 

Ф У) =
г2-т

(т — 2) со ’4 ' т

1 1
<Р У) = 2)7 In —, т. = 2,

где г — расстояние между точками х и у, а и„г — площадь поверхности 
единичного шара в пространстве П"\).

В работе (') была поставлена и решена следующая задача: пусть 
U(x) s.4 (Z?) и интеграл

$ —y)]dcjy (1’2>
9D

сходится. При каких ограничениях на рост U(x) в G при ж->оо можно 
утверждать, что значение интеграла (1, 2) совпадает со значением U(х) 
(при х G) ?

Сходимость интеграла (1, 2) означает, грубо говоря, что величины- 
U (у) и (у) остаются ограниченными, когда у->оо, оставаясь на dG. 
Однако аналогичная постановка задачи возможна и в случае, когда U (у) 
и ~^~(У) стремятся к бесконечности при у-> оо, у dG (при т = 3 эта 
задача исследовалась в работе автора (2)). В связи с такой постановкой 
задачи возникает необходимость построения формул, аналогичных форму­
ле Грина (1,1), но с другим ядром Ф(;г, у), которое стремится к нулю при 
у->оо, y^dG, значительно быстрее, чем ядро ф(ж, у). Подобные форму­
лы могут быть полезны и для других задач. В настоящей работе предла­
гается один способ построения целого класса таких формул.

2. Пусть А(£) — целая функция комплексной переменной £ = g + г’Л, 
где g и г] — вещественные числа, принимающаяся на мнимой оси, т. е. пщг 
£ = 0, вещественные значения. Для таких функций А(£) значения 
К{р} (ip) вещественны при четных р и чисто мнимы при нечетных р. По­
этому при любых вещественных g и ц для функции ReA(^) имеет место
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разложение

Re ЛГ + in) = 3
О

ip
(2р)! 6 (2Д)

Аналогично, если целая функция A,(g), £ = | + й), на мнимой оси при­
нимает только мнимые значения, то имеет место разложение

оо
Re Кг (g + /П) = S S2P+1- (2,2)

Функции К (£) будем предполагать удовлетворяющими условиям

А(гц) О,
sup I £РА(Р) (£ + 1»1)| = М(р, ц)< ОО (2,3)
г,>1

при любых —оо < т] -< оо, О -А р т; А<0) — К.
Пусть т > 2. Положим

3 (.УI *П) 4“ • • ■ “F" (.Ут— 2 Хт —2) , Р 4“ (У//г — 1 'Хт — 1) * (2,4)
Функцию Ф(ж, у) мы определим при р > 0 следующими равенствами: 
если т = 2п + 1, п А’ 1, то

СтА(1.гт)Ф(т, у) = а11-1 Г R г к (рц + ч») 1 
5s”-1 J L Р» + i (Ут - *m) J (2,5)

где Cm = (~l)”2~n(m — 2)!ncom; 
если m = 2n, 2, to

Ф (^j Z/) —
a"-2 К (P + iym) 

P (P + iym - i*m) (2,5')

где = (—-1) "_1 (га — 1)! (m — 2)шот.
Лемма. Функция Ф(х, у), определенная при р>0 формулами 

(2,5) и (2,5'), может быть представлена в виде

Ф(ж, у) = <р(ж, у) + g(x, у),

где <р(ж, у) —ядро классической формулы Грина (1,1), a g(x, у) —неко­
торая функция, определенная для всех значений igR'1 и yeR” и гар­
моническая по у во всем пространстве.

Доказательство. Проведем рассуждения лишь для несколько бо­
лее сложного случая m = 2п 4- 1. Для удобства введем обозначения

оо
/ (S) = f^ix~ ’ Y = J / (Ри + *Ут) (и2 - 1)-‘/г du.

m
В этих обозначениях

113 v'>= ~с Re т
■т ' in?

Наша первая цель — доказательство гармоничности функции по у при 
р > 0 (отсюда будет следовать и гармоничность функции Ф по у при 
р > 0). Для этой цели докажем формулу

оо
Т (х, у) = ап ( /(2,г’2) (pu + iym) (и2 — l)”j/2 du, ап = -(2,5")

Поскольку р = ]4 (ym_t — •£,„_.) 4 формула (2,5") вытекает из опреде­
ления W и из равенства
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Дн /Н Ж)(«2 ~ 1)“*/! du = 
|i

— ap+i/(2р)(u/s + а + 6)(иа +
1

которое легко проверяется по индукции. Действительно, при р = 0 это ра­
венство очевидно. Если оно доказано для р — 1, то

оо

/(iz/s + а + &)(м2 — l)"'/2cto =
1

со

= 2(2р-3) ^<2Р) Vs +а + Ь) № — 1)Р’72
1

а это означает, что равенство справедливо и для р. 
Перейдем к доказательству гармоничности функции Т (х, у) по у.

Дифференцированием формулы (2,5") получаем
ОО

Д Y = ап (рп 4- iym) (и2 — l)n_1/2 du 4-
1
оо

4- (2п — 1)а„^ -y-/<2rt_1) (рм 4- iym)u{u2 — i^’du.
1

Интегрируя по частям второй интеграл, видим, что он равен первому с об­
ратным знаком и потому ЛФ = 0. Все наши операции с интегралами были 
закончены, поскольку условие (2,3) на функцию К(&) обеспечивало их 
равномерную сходимость при р > 0.

Теперь заметим, что при К(£) =1 имеет место равенство

Ф (ж, г/) = 1 а"-1 г ________ри________
ст as71-1 J р3“2 + {ут ~ хтУ

и. и. , 4
47===- = <Р (ж, У , У и- — 1

из которого для разности Ф (ж, у) — ср (ж, у) = g(x, у) находим

СтК (ixm)g(x, у) =
a”-1 C°Rc к (Рц + Zj — к (ixm) 

a?1-1 J е ?и + ЧУт~хт)
1

du
— i

(2,6)

Обозначим правую часть равенства (2,6) через £1(ж, у). Для доказа­
тельства леммы достаточно доказать непрерывную дифференцируемость 
функции gi(x, у) во всем пространстве у е R™ (zelC), так как в этом 
случае функция g(x, у), определенная и гармоническая по переменному 
у при р > 0 как разность двух гармонических функций, будет определена 
для всех значений ж е R™, у е R и непрерывно дифференцируема всюду 
по переменному у, включая и точку у = х и, следовательно, согласно из­
вестному свойству (о продолжении) гармонических функций, она будет 
гармоническая по переменному у во всем пространстве R™.

Перейдем к доказательству непрерывности и дифференцируемости 
функции £,(ж, у) по переменному у (ж ез R™) во всем пространстве R”1, 
включая и точку у = ж. С этой целью сделаем замену переменных в ин­
теграле (2,6) по формуле р2и2 = t? р2 и разобьем промежуток интегри­
рования на две части 0 t 1 и 1 I оо. Тогда для gi(x, у) полу­
чаем

gi(х, у) =
ап-г
az-1 Re

X (/t'i 4- pa 4- iym) — К (izj 

+ P2 + i (Ут — xm)
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Подынтегральная функция определена и непрерывно дифференцируема 
при t 1 сколько угодно раз по переменным s, у во всем пространстве 
R™, причем каждый раз интеграл, полученный после дифференцирования, 
в силу условия (2,3), равномерно сходится при всех s, у, х. Поэтому вто­
рое слагаемое в (2,7) представляет непрерывно дифференцируемую функ­
цию при всех х, у, s. Этим свойством обладает и первое слагаемое в ра­
венстве (2,7). Действительно, целая функция

К(£)-К(1тт)
t — i''т

комплексного переменного £ = + гр принимает на мнимой оси, т. е. при
£ = 0 чисто мнимые значения, поэтому согласно разложению (2,2) при 
любых вещественных т] имеет место разложение

-±Re^ + h]) = 3
о

Л'рг,+1> (ip) 

(2/^ + 1)!

Теперь, полагая в этом равенстве |2 = р2 + и2, т] = ут, видим, что по­
дынтегральная функция в первом слагаемом правой части равенства 
(2,7) есть целая функция относительно переменных t2, у,„, р2 = s + 
+ (ym-i — .'t,,,-!)2 и поэтому она дифференцируема по s сколько угодно 
раз, причем полученная после дифференцирования функция снова явля­
ется целой функцией по указанным переменным и, следовательно, ин­
теграл, как функция у, есть всюду непрерывно дифференцируемая функ­
ция. Лемма доказана при т = 2п + 1, п 1. Доказательство леммы при 
т = 2п, 2 проводится по той же схеме с использованием разложения
(2,1).

3. Построенное ядро Ф(а;, у) позволяет обобщить классическую фор­
мулу Грина. Формулируем соответствующий результат. Обозначим через 
Gr часть G, лежащую вне шара радиуса R с центром в нуле пространства 
R”. Тогда имеет место

Теорема. Пусть U(у) е 4(G). Если при любом фиксированном

Jun [ф (х, ?/) (г/) — и (у) (.^ у}] do у = О,
dC,R

то
|-ф у) (и) - и “Sr У)] d(yy= 

вв "

77 (х),
О,

х ЕЕ G,
х ft G U dG.

Доказательство теоремы проводится по классической схеме.
Пользуясь случаем, автор выражает глубокую благодарность М. А. Ев­
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