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ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

В теории установившегося плоского медленного движения несжимае
мой вязкой жидкости принято, что компоненты и(х, у), v(x, у) вектора 
скорости и давление р(х, у) удовлетворяют системе уравнений с частны
ми производными

ихх + иуу = крх, vxx + vyv = кру, к = const, их + иу = 0 (1)
и краевым условиям

u. = Fi(t), v = Fz(t), teS, (2)

где S — граница области Т, занимаемой потоком жидкости (1_3).
При предположении непрерывной дифференцируемости и (ж, у) и 

v (ж, у) до третьего порядка, а р(ж, у) — до второго порядка, система (1) 
равносильна системе

их ф- vy = 0, uy — vx = — 2iq>'(z) + 2i(p'(z) , (3)

где cp(z) —произвольная голоморфная функция комплексного переменно
го 2 = ж -f- iy.

Записывая систему (3) в виде и’7 = ф,(2) —фДз), w = и — tv, сразу 
приходим к известной формуле

w(z) = z<p'(z) — <p(z) +ф(г), (4)

где ф (z) — произвольная голоморфная функция (*).
В силу (1) и (4) имеем рх — ipy = 2pz = кк~!шг~ — 4&_'ф"(z), откуда 

следует, что р(ж, у) = 4k~l Reф'(г) 4- С, где С — произвольная действи
тельная постоянная.

Решение вида w(z) = 0, р(ж, у) = const задачи (1), (2) будем назы
вать тривиальным.

Пусть Т представляет ограниченную область с гладким контуром S.
Если решение и (ж, у), v(x, у) е C2(7’U S), р(х, у) <^С' (T\JS) систе

мы (1) удовлетворяет краевым условиям
u(t) = v(t) = 0, i‘ е S, (5)

то, интегрируя очевидное тождество (иихА-иих—кир)х + (ииу + vvy — 
— kvp)y = и2 + иу2 -ф vx2 + Vy по области Т, получим

(м-х 4" иу ~\~ vx 4~ Vy) dx dy = 0,

откуда, в свою очередь, заключаем, что однородная задача (1), (5) нетри
виальных решений не имеет.

Единственность решения задачи (2), (4) имеет место и при w е 
е С1- "(ZU «).

В случае, когда область Т не ограничена, требование ограниченности 
функции zz?(z), представимой в виде (4) и удовлетворяющей краевым ус
ловиям (5), вовсе не обязывает ее быть тождественным нулем. Так, напри
мер, при 4ф = z2 — 2z, 4ф = —z2 — 4 из (4) получается функция w(z) = 
= у2 — 1, ограниченная в полосе —1 ^Imz^l и обращающаяся в нуль 
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при у = ±1. Решение и = уг — 1, v = 0, р = 2к~1х + С задачи (1). (2) 
приведено в (2_4).

Когда область Т представляет круг | z | < 1, решение задачи (2), (4) 
в предположении, что w е С0'1 (| z ] 1),0 < h 1, дается формулой (12)

Если Т — односвязная область с контуром 5, удовлетворяющим усло
вию Ляпунова, то в результате конформного отображения z = z(£) этой 
области на круг |£| < 1 функция w и краевые условия (2) принимают 
вид

w = со (□<p[z(?) ]; — <p[z(C) ] + ф[г(£) ], |^] <1, w = f[z(t,)],
____  Hl = l,

где z'(£)®(£) =z(g).
Следовательно, возвращаясь к прежним обозначениям, вопрос сущест

вования решения задачи (1), (2) можно считать редуцированным к оты
сканию голоморфных в круге |z| <1 функций <p(z) е С1’'“(|z| 1),
ф(г) е С0’h (| z | 1), удовлетворяющих на окружности |i0| =1 краевым
условиям

Re[® (io)cp'(io)— ф(М + ф(/о) ] = Fifto),
Re г[ю(£о)ф'(4) + ф(го) + ф(Л>) 1= F2(tt>), (6)

где w(io), Fi(t0), F2(t0) eC', причем без ограничения общности можно 
полагать, что

Re ср(О) = Re ф(0). (7)
Известно, что голоморфные в круге |z| <1 функции <p(z) Е 

еС1’л(|г| sC 1), “ф(г) е С”-h(|z | 1), удовлетворяющие условиям (7),
однозначно выражаются через действительные плотности pi1(i) 
(= С4' л( 11\ = 1), p2(Z) е= С0' л( 111 = 1) по формулам

Ф (z) = ~ § log (1 - zr1) [i1 (t)ds ~г Hi (0 ds + Re ф (0),

= + <8) 

где интегралы берутся по окружности |i| =1, а под log (1 — zt'1) пони
мается ветвь, обращающаяся в нуль при z = 0 (5).

На основании формул (8) краевая задача (6) редуцируется к системе 
сингулярных интегральных уравнений

■4 W И W + 44 S 44 + 14 \ С >') '«8 (1 - 4 > « Л +
S S

+ ’2^г S D Wlog _ v) и ® dt + 1ST S E и (Z) dt =
s s

doi = i, id = i,
где

R(0 = Re|*’ _J|, S(0 = Hm|*’ -j||, C(t) = ||Д °|,

n _  _ || Я’ 0II p , . _ II ir (io) t, if ||
o||’ “ || — т (i0) 7 — 2, — F ||’

H = (Hi, Ha), / = (Л,-Л), (0 = ® (0,
а под log (1 — tz~l) понимается ветвь, обращающаяся в нуль при z->- оо.
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Так как det (Л + В) = det (Л — В) = 0, то к уравнению (9) непри
менима известная теория сингулярных интегральных уравнения (6’ ’). Од
нако наличие в левой части уравнения (9), наряду с сингулярным ядром 
Коши, и ядер с логарифмической особенностью позволяет легко преодо
леть это затруднение.

В самом деле, в результате однозначно обратимых замен

v (i0) = a (t0) р, (t0) + И («) dt + \b (tQ, t) t^1 log (1 - Ц (t) dt,
s s

(У(f0) = v(Q + 57“^vVldt + ^b (tQ, i)Г1 log (1 — v (t) dt
S ° 8

уравнение (9) приводится к виду

а (*0) (М + К dt-S (Q, (Ю)
s s

где
a и\ _ J_ 3 ’ Tll bit n _ ____ LII1’ r (0 1 |

( ' 4 1— T_1, 3 |i ’ 2лг || t (io), т (t0) т (t)_11| ’
a(t) = y(t) + 6(7), |3(t) = Y(t) — 8(f), (И)

... 1 II 2ir— i, —21— it-1 II s 1 ||—2ix — i, 2i — ix_1 IIY(0=^|2t + i, _2 + t-7 II’ S^ = ~ -2-r-x 1’ (12)

g(to)—известная функция, которая выражается через /(i0), a K(t0, 
регулярное ядро.

0-

Гак как в силу (11) и (12)

det (a + р) = det (a — 0) = 4i, (13)

то мы вправе пользоваться существующей теорией сингулярных интег
ральных уравнений (6,7). В частности, из равенств (13) следует, что ин
декс системы (10) и, стало быть, индекс задачи (6)

X = 2л- [ar£det (а ~ Р) ~ arg det (а + ₽)ls = 0-

Отсюда на основании единственного решения задачи (2), (4) заключаем, 
что при принятых выше предположениях относительно гладкости данных, 
эта задача всегда имеет решение.

Идея использования присутствия в сингулярном интегральном уравне
нии ядра с логарифмической особенностью, при нарушении нормальности 
этого уравнения, была нами реализована еще в сороковых годах на кон
кретных примерах (8,9); в дальнейшем она была развита в работах (10, и).
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