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В этой статье мы вводим новые классы полугрупп Ап’ “ (п и а — фик­
сированные числа, п = 0, 1, 2,... ; 0 а < 1) и даем теоремы, которые 
полностью описывают производящие операторы этих полугрупп.

Основная теорема решает проблему о сходимости полугрупп, которую 
поставил Троттер в (‘) для класса А°-

1. Несколько фактов из теории полугрупп операторов в банаховом про­
странстве Ж. Пусть полугруппа T(f) сильно измерима на (0, оо). Для каж­
дой такой полугруппы существует предел

соо = lim
t—>00

In II У (О II 
t

который называется типом полугруппы. Равенство

Апх = lim
t->0+

Т (£) х — х 
t

определяет инфинитезимальный оператор полугруппы; если оператор А.3 
допускает замыкание, то говорят, что полугруппа обладает производящим 
оператором А = Ао.

Определение 1. Будем говорить, что полугруппа T(t) принад­
лежит классу 4°’“, если

а) T(t) принадлежит классу L (см. (3));
б) для резольвенты R (X; 4) выполнено условие

lim n'~aR(k: А)х = х,
X—>сс

при любых х е Ж и О а < 1.
Теорема 1. Для любой полугруппы Т(1) класса А°-а область опре­

деления Ф (40) инфинитезимального оператора 40 плотна в Ж.
Доказательство. Обозначим = ТДр) [£] область значений 

преобразования Т (р), р > 0. Из определения 1 следует, что Т (t) сильно 
непрерывна при t > 0 и что Жо = U Жр плотно в Ж. Поэтому, как сле- 

0<Р<оо 
дует из (2), Т. 10.3.1, S) (40) плотно в Ж.

2. Не ограничивая общности, далее мы рассматриваем только полугруп­
пы типа со о < 0.

Теорема 2. Для того чтобы линейный замкнутый оператор U был 
производящим оператором полугруппы Т (£) класса 40, удовлетворяю­
щей условию соо < 0, необходимы и достаточны условия:

1) плотно в Ж;
2) ||7?(Z; U) || = 0(1 / л1_а) при оо, 0 а < 1;
3) ||7?(Х; U) || ограничено при Re (Z) > 0;
4) существует множество Йо, плотное в Ж и такое, что

Iim/.bcl/J(/.; U}x — х при х^Но',
Х-*оо
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5) существует неотрицательная, невозрастающая функция ф(£) типа 
Шо* < 0, обладающая свойством, что для любого х s J существует неот­
рицательная измеримая функция ф(£, х) = ф(£) ||ж|| такая, что

J* ф (1, x)dt оо и || Л(п) (A.; U) х || J ехр (— Xi) Рф (t, х) dt 
о о

для всех действительных 0 и целых п Q.
При этом || Т (i) || ср (t) для всех £ > 0.
3. Теперь о полугруппах классов Ап- где п — 1, 2, 3,.. .
Определение 2, Будем говорить, что полугруппа Т(t) принад­

лежит классуАп “, если
a) T(t) принадлежит классу L(п) (см. (4));
6) для оператора Sn(K) (см. (4)), определенного на $, выполнено ус­

ловие

limX1 aSn(K)x = х, 0«Са<^1.

Пусть А — допускающий замыкание оператор, причем 2) (А™) плотно 
в $ при любом т = 0, 1,.. . Определенную в некоторой области р„(Л) 
комплексной плоскости аналитическую функцию со значениями в прост­
ранстве линейных непрерывных операторов, следуя работе (4), назовем 
резольвентой порядка п оператора А, если из Sn(k, А)х = 0 (/. е р„(Л)) 
следует х— 0 и если при /.£ р„(Л)

S„(k; А)Ах = AS„(h; А)х, х е 0(A),

Sn(k, A) (А7 - А)п+‘х = х, х^0(Ап+1).

Будем говорить, что оператор А принадлежит классу LAn), если 
рп(Л) э {X; Re (А,) > 0}, причем ||5„(А,; Л)|| М (Re (А,) > 0), и если 
существуют такие неотрицательная и непрерывная по совокупности пе­
ременных функция ф(/, х) (же$, i>0) и неотрицательная ограничен­
ная на любом промежутке вида (а, Ь), 0 < а < Ъ, функция q>(t) (1 > 0), 
для которой lim t~' In ф (t) < 0, что

Z-*oo

оо

Ф (t, ж) Ф (£) || х ||, J £пф (t, x)'dt Д оо,
о

Ц^Г’ (А.,Л)ж||<У ехр(— Kt)tn+m x)dt, Re(A,)>0, m=0,l,...
о

Теорема 3. Для того чтобы линейный оператор А был инфинитези­
мальным оператором полугруппы T(t) класса Ап-а, удовлетворяющей ус­
ловию со» < 0, необходимы и достаточны условия-.

1) А принадлежит классу L*n);
2) ||5„(к; А) || = 0(1 / V_“) при /. —> оо, 0 а < 1;
3) существует множество Но, плотное в X и такое, что

lim/.1 Л) ж = z при хЕД.
X—»оо

При этом IIГ (i) II Ф (0 ,t > 0.
4. Основная теорема. Пусть {Тn(t)} — последовательность А0- “ 

полугрупп, которая удовлетворяет условиям-.
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I) существует неотрицательная, неувеличивающаяся функция ф(1) 
ОО 

типа со» < 0 такая, что a) sup ||T^(t) || ф(0 ®ля i > 0, б) f ty(t)dt < оо,
П t)О 

существует положительное число L такое, что в) sup ||7? (X; An) |[ <7 L 

для Re (X) > 0;
И) существует замкнутый линейный оператор А и плотное подмноже­

ство D, содержащееся в областях 0(А„), для достаточно больших п такое, 
что

а) замкнутое ограничение А на D приравнивается к А;
б) lim Апх — Ах для x^.D;

в) pG4) П {^; Re (А) >0} =4 ф;
III) s — lim X1_07?(X; Ап) = I, где 0 а < 1 равномерно по п, s —

Х—*оо 

сильный предел.
Тогда-. 1) оператор А генерирует полугруппу Т (t) класса А°-а типа 

«о < 0 и Я(Ло) = 7? (Ло; 4) для некоторого Хо с Re (Хо) > 0;
. 2) s — lim Тп (t) = Т (£) для i)>0.

П—>ОО
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