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В работе доказывается разрешимость краевой задачи сопряжения с 
недифференцируемым сдвигом для квазилинейных эллиптических систем 
уравнений в многосвязных областях. При этом предполагается, что каж­
дая связная компонента границы области, будучи простой замкнутой кри­
вой (вообще говоря, неспрямляемой), является следом плоского квази­
конформного отображения с измеримыми характеристиками.

Отметим, что задачи сопряжения с дифференцируемым сдвигом на 
кривых Ляпунова в классе аналитических функций изучались различными 
авторами и обзор их результатов хорошо представлен в статье (*).

Определение 1. Будем говорить, что простая замкнутая кривая L 
принадлежит классу LQ или допускает - к в а з и кон­
формное отображение, если L является образом окружности при 
^-квазиконформном отображении всей плоскости на себя (2). Пусть 

m
L— 2 — совокупность (ш +1) непересекающихся кривых класса

fe=0
L<2, охватываемых кривой Lo. Областью Z)+ назовем (m + 1)-связную об­
ласть, лежащую внутри Ео и вне Lk, k = 1, .. ., т, а областью D~ — до­
полнение к (Z>+ + L) до полной плоскости Е.

Определение 2. Гомеоморфное отображение а==щ(£), 
т

к = 0,..., т, контура L=^Lk на себя, сохраняющее направление 

обхода на каждой из кривых Lh, назовем отображением класса 
SQ, если для каждого aft(i) существует (^-квазиконформное отображение 
wk(z) всей плоскости на себя, удовлетворяющее уравнению

—/(z)’4 = 0, | qk (z) К q0 = (Q — l)/(<? + 1), (!)

и такое, что wk(t) — ak(t),t^ Lk.
Необходимым и достаточным условием принадлежности отображения 

a = а (я), а(±оо) = ±оо, прямой у = 0 в себя классу SQ, является вы­
полнение неравенства (2)

<2)

где t — произвольное вещественное число. Общий случай приводится к 
рассмотренному конформными отображениями. Отметим, что условие (2) 
не влечет за собой дифференцируемости а = а (х).

Определение 3. Будем говорить, что заданная на дуге I^Ек функ­
ция /(<) принадлежит_классу SWpl(l), р > 2, если существует 
функция F(z) класса WPl(Dk), р > 2, совпадающая на I с /(£).

Краевую задачу сопряжения со сдвигом для квазилинейной эллипти­
ческой системы уравнений сформулируем следующим образом. Требуется 
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найти решение w = w(z), определенной по всей плоскости системы урав­
нений

Щ;—Ц1(г, и>)ш2 — ц2(г, w)wz = A(z, и>), (3)

удовлетворяющее на линии L краевому условию

tP+[a(O] = G(t) {w~(t) + X(i)w(i)} + g(0, (4)
коэффициенты которого обладают свойствами:

I) G (i), g (£) ЕЕ 5Wp р~^> 2, tkEzLi, i = 0,..т', к—0,..., nt
причем G (tk — 0) 4= G(iA + 0) и | G(Д) | =/= 0;

II) a = a(i) является отображением класса SQ-,
III) X = p>2, |X(0|^1-6o, 60>0.
Относительно коэффициентов ц,- и А = At(z, w)w-j-A2(z, w)w 4- 

+ A0(z, w) будем предполагать, что они удовлетворяют условиям

| щ (z, ш) | + | ц2 (z, w) | sC Щ < 1, (5)

\\At(z, w) ||lJ3Td±) C Mi при всех w, p > 2, (6)

причем ц{, Ai непрерывны no w при почти всех z и p-(z, w) — Ai(z, w) = 
= 0 при достаточно больших ]z] > R. Поскольку свойства I)—III) и 
(5), (6) инвариантны относительно конформных отображений областей 
D± на области, ограниченные окружностями ((2); (4), стр. 98, 287), то 
будем без нарушения общности считать, что Lh-. {|z — zs| = rj и 
Lo: {|z|= 1}. Определим обычным образом ((3), стр. 472) индекс х клас­
са решений, неограниченных, вообще говоря, во всех точках разрыва G(0.

Задача I (х^О). Требуется найти решение w(z) е 
р > 2, задачи (3), (4), имеющее непрерывные предельные значения 
w±{t) всюду на L, за исключением точек G, и удовлетворяющее условию

-х
lim (z) — 2 ckzk\ = 0, I z I (J)

A=0

где ch — заданные комплексные постоянные, а й* — конечные строго внут­
ренние подобласти областей D±.

Задача II (х<0). Требуется найти решение u?(z) е ^‘(й*), 
р > 2, задачи (3), (4), имеющее непрерывные предельные значения
w±{t) иа L всюду за исключением точек G и (|z|+ 1) комплексную по­
стоянную cft такую, что

И
lim [иг (z) — 2 ckzk\ = 0, | z | —> oo. (8)

*=o

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (3) и граничного усло­
вия (4) удовлетворяют предположениям (5), (6) и I)—III).

Тогда существует по крайней мере одно решение каждой из задач I, II, 
для которых в DtA: {|z| < R, \z— > б, ze/T} справедливы оценки

п akII (z) || 1 < М2, |w±(z)|<M3 П \z~ tk | ,
WP k=0

где
uk (1 + (1O) (1 + <70) . 

(1 — (lo) (1 — go) ’ ak = ^k— 10J — 1,

= [arg G (tk — 0) — arg G (tk + 0)],

a q0, Цо определяются соответственно формулами (2), (5).
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При выполнении условий | а** ] < 1, к — 0, ..., п, предельные значе­
ния w±(t) интегрируемы на L и, если дополнительно имеют место нера­
венства

| A (z, wl) — A (z, ip2) | Ni\ wl — w2|, A\(z) p > 2,

| |Ai(z, w1) — щ(г, w2) | sC Л'2|и;' — w2\, N2(z) sE JVo = const, (9)

^(z) = 0, z^Pf, i = l,2,

то решения задач I, II и единственны. В случае х < 0 ограниченное на 
бесконечности решение задачи (3), (4) существует лишь при выполнении 
| х |-условий разрешимости (с/. = 0, к — 1, | х |).

Теорема 2. Пусть k(t) = g(t) = {G(t) — 1} =0 и выполняется не­
равенство (9).

Тогда существует единственное однолистное в D± решение w = w(z\ 
задачи 1, причем

М-’)-И<«. =es, s±MeS', p =

а образы Lka = с-у—[<z], Lhl — w±(Lk) являются простыми замкнуты­
ми кривыми класса LQ0.

В случае аналитических функций w (z), щ = А = 0, теорема 2 дока­
зана рядом авторов (‘, 2, 5) в предположении, что a(Z) ^CT(L'). L^Cal 
(в (6) при условии, что a(t) еС1) и известна как теорема о конформном 
склеивании. Приведем схему доказательства теорем 1 и 2. Пусть сначала 
ip(z) —кусочно-аналитическая функция, т. е. р; = А = 0. Рассмотрим, 
задачу о скачке

iP+[a(i)] = + g(0 (10)

с a(Z) ^SQ, g(t) ESWf(L), положив для простоты m — 0, т. е. L = Lo.. 
Решение задачи (10) находится в виде

v
= Т (<P|2) j- F(z) 4- «7^ = ^(z), (11)

А=Э

w+ [a (z)J, z ge D+ 
w~ (z), zEED~

где a(z) —продолжение сдвига ct(Z) e SQ до квазиконформного отобра­
жения области О'* на себя, удовлетворяющего уравнению (2), щ — про­
извольные комплексные постоянные и

’’(ФЕ)--4ЙтВ‘гй*-
L

ср (z) е Lp (D+), р>2.

Утверждение теоремы 2 следует из представления (11) и свойств основ­
ного решения (’) уравнения Бельтрами о = o(z) (при ак = g = 0,. 
к =5^ 1, at = 1). Решение же общей задачи (4) с k(Z) = 0 и G(t) 1 
представимо, как известно (3), в виде

(Z) = Г1 1° (Z) — a (Z) exP <4 (2)},
k=t>

.. тт Г° a I k -1 \ г - / л
W (Z) = J Xi (z)exp{x2 (z)},

где Xi(z) — решения задач о скачке с некоторыми gt(t) е Sl'Vr/l(L).
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Вернемся теперь к общей системе (3), заметив, что не изменяющей 
-свойств (5) — (6) заменой

w~(z) = (1— |Z,(z) |2)_1(®_— л®-), if+(z) = w+(z),

где X(z), |X(z) | ^1 —6i(6o) < 1 — продолжение функции Z,(i), исход­
ная задача приводится к случаю л 0. Выберем числа р' > р > 2 так, 
чтобы po||P||i,p, < 1, ^(cp|z) = дТ(ф|z) /dz, и обозначим через ЭЯ мно­
жество векторов m = (m,, m2) таких, что почти всюду |m,(z) | + 
-f- |m2(z) | < li0< 1 и

т(г)еД(£я), К = р'р / (р'— р), m = 0, zgKB: {|г|<Я}.

Тогда для любого вектора те® существует гомеоморфизм области Dz+ 
m

на некоторую область В£+ с границей Г = 2 П: {|? — £л| = pj и 
k=:Q

гомеоморфизмы ^_(z) областей D~(Lk) на ЯЕ~(1\), удовлетворяющие 
уравнениям (8)

— m± (z) £г — m-i (z) t,z = 0,

т. е. на ЭЯ определено преобразование £ = Я(т|г).
Решение задач I и II отыскивается в виде

w(z) == ^((р,|z) + со[Я(т|г) ]exp{Т(ср21z)}, (12)

где функции <p4(z) е£г, р>2, итеЭД определяются как неподвижные 
точки (ср,- = Ф,, m = М) преобразования

Ф; — mJzJPOi — iri^(z) РФг = Bir М = {цх(z, w), р4(z, w)}, (13)

где = / exp {—2t Im Т (<р21 z)}, f = /‘со (Я) / co (Я), / = m2, ц2, A2, 
В, = Л^ф! + 422^i + Ло, В2 = Л1 + Л22. При этом, поскольку для 
любых ф{ е Lj, и m е iffi коэффициенты преобразованного на плоскость 
£ = Я(т|г) условия (4) для аналитической по построению функции 
<о(£) обладают свойствами I)—III), то по доказанному существует со(£) = 
= £2(ф1, ф2, m|z). Это решение со(£) оказывается устойчивым в некото­
рых весовых нормах относительно изменения функции <р4 и т. Обращая 
линейные уравнения (13) для Ф„ получаем преобразование, к которому 
применима теорема Шаудера. Единственность решений доказывается, 
как обычно, сведением задачи для разности двух решений к соответствую­
щей однородной задаче в классе аналитических функций.
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