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1. Пусть 3)(G) —пространство бесконечно дифференцируемых функ­
ций с носителями, содержащимися в ограниченной области G a Rn, 
2>'{G)—сопряженное ему пространство обобщенных функций. Обозна­
чим х= (хь ..., ж„), х' = . .., zm), х" = (xm+i, хп), D =-.
= d I dx(, D2'= . Dmkm, k. + ... + kn = | k'|, DX,E'= Dkm^\ .. Dn*„r
km+i + • • • + kn = | k" |.

Определение 1. Будем говорить, что обобщенная функция f(x) е 
= имеет относительно х' в области G порядок
сингулярности sx,(f) + к, если / допускает в G представление

/= 2 иЖд-и. (11
М'К* 
И"|<!

где Д/, к» (х) — обычные, т. е. локально суммируемые в G функции.
Если при этом представление

/ = 2 D*D%'gk‘,k"(2) (2)1

с обычными функциями gfe', л"(ж) невозможно, то sx>(f) = к.
тп

Если при любых pi^O, i=l,...,n, 2 Pi = IР'I функции'
г=1

Dx,p'f допускают представление вида (1) при |А'| = кЛ km = 0,.
то sx,(f) +—р^О. Если при этом среди производных D^T1 f найдется 
хотя бы одна не допускающая представления (1) при |7с'| = Ад = . ..
. . . = km = 0, то будем говорить, что sx>(f) = — р + 0. Если при любом- 
р sX’(Dx,pf) < 0, то$Х'(/) = —оо.

Очевидно, что при m — п, т. е. при х' = х, порядок сингулярности' 
sX'(f) относительно х' совпадает с обычным порядком сингулярности s(/) 
(*). Отметим два свойства sx< (/):

а) —оо + sX'(/) + s(/);
б) если х'" = (жот„ . . . , x,, r) czx', то sx,"(/) + sx,(f).
Пример. / = b(xi — л2)6(ж3); sx,(/) = sX2(f) = —оо,. М/) = 1.

^(f) = 1, sX2Xi(f) = sx,X3(f) = $(/) = 2.
Справедлива следующая
Теорема 1. a) sx, (Dif) + sx, (f) + 1 при i = 1,..., m\

■ 6) sx. (Z)j/) + sx. (/) при / = m + 1,.. ., n;
в) sXi (Dif) = sx (f) + 1,

de sxi (f) — порядок сингулярности f в G относительно xt;
г) Sx'(/ + g) max [sx'(f), sx/(g)] для любых f, g e 2)'(G);
д) если a(x) —мультипликатор в 2)(G), т. e. s(ot) =—оо, to 

v(af) sC M/);
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е) если одна из функций f,g^3)'(G) финитна, то эхД/* g) 
Sx’(f) + Sx>(g).
2. В терминах $х'(/) можно описать обобщенные функции /e^>'(G), 

имеющие определенную гладкость по части аргументов. Пусть G, G', G" — 
области в Rn, Rm. Н’"! соответственно и g^(x') = (F(x', х"), тр(х")) — 
обобщенная функция, определенная формулой

(/(ж), ср (ж') ср (ж")) = (F(x', х"), ср (ж"), <р(ж')),

гдеср(ж') ^3)(G'),^(x") <=3)(G").
Определенней. Обобщенная функция f(x)e 33(G) принад­

лежит классу MP(G) по х', если при любых G', G", G'xG"ciG, 
для всех ^(x")^3(G") s(g^(x7)) —р в G'. Если р = оо, т. е. 
g^(x') то /(ж) eC"(G) по х' (полурегулярные обобщенные функ­
ции, см. (2)).

Таким образом, определение класса MP(G) по х', используемое в тео­
рии дифференциальных уравнений, характеризует свойства гладкости об- 

■ общенной функции f по х' через свойства в некотором смысле «среднего» 
g^(x') от /. Однако можно дать непосредственное описание, основанное на 
следующей теореме.

Теорема 2. Для того чтобы f^Mp(G) по х', необходимо и доста­
точно, чтобы Sx'(f) —р.

При р = +оо это утверждение сформулировано Л. Эренпрайсом (3).
3. Определение 3. Носителем синг ул яр пост и sing suppx-/ 

обобщенной функции / е 33(G) относительно х' назо­
вем дополнение в G к области, где sx>(f) = —оо.

При х' = х sing suppx/ совпадает с обычным носителем сингулярности 
sing supp /. Из теоремы 2 вытекает следующее

Утверждение. singsuppX'f совпадает с дополнением к области, 
в которой f бесконечно дифференцируема по х' в смысле определения 2.

Как известно, дифференциальный оператор P(iDx,, iDx„) = 
= 2 а”’ n’’(x)DxFDxi'k", где а^^Дх) = С\ называется частично гипо- 
эллиптическим относительно х , если все решения н(ж) е 3)'(R”) урав­
нения P(iDx>, lD}")u = 0 принадлежат С" по х'.

Теорема 3. Для того чтобы оператор P(iDxi, iDxn) был частично 
. гипоэллиптическим относительно х', необходимо и достаточно, чтобы для 
всех f е 33 (Rn)

sing suppx'P/ = sing suppx'/. (3)

Доказательство вытекает из теоремы 2 и следующего результата 
-Л. Гординга и Б. Мальгранжа (4): если f^33(Rn) удовлетворяет урав­
нению Pf = v, где п е С“ по х' в смысле определения 2, то / е G” по х'.

При х' = х соотношение (3) описывает гипоэллиптический оператор. 
Справедлива также следующая

Теорема 4. Пусть Q(iDx) — дифференциальный полином с постоян­
ными коэффициентами, и(х) е D'(G) —решение уравнения Q(iDx)u — О 
в ограниченной области G. Если и(х) е С°° по х' (т. е. sx,(u) = —оо) 
вблизи границы области G, то и(х) е С” по х' во всей области G.

В частном случае х' = х эта теорема совпадает с теоремой, доказан­
ной М. С. Аграновичем (5). - ,

4. Определенней (6). Говорят, что в о б об рентой функции 
f(x', х") е 3'(G) можно фиксировать х' в точке хД, если 
существует такая функция 1 X g(x") ei3'(G), что соотношение

lim (/ (то + ex', х"), ср (ж') -ф (ж")) = (g (х"), ср (ж")) ср (ж') dx'
е-»+0 v

имеет место для всех ср (ж') 3) (G'), ср (ж") е 3) (G").
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Теорема 5. Если sx,(f) О, то f допускает фиксирование г' почти 
в каждой точке области G.

В заключение отметим, что можно ввести понятие порядка сх,-спнгу- 
лярности относительно х', заменяя в формулах (1) и (2) локально сумми­
руемые функции непрерывными и меняя во всех определенпях sx, на сх,. 
При этом, если во всех теоремах также заменить sx, на сх>, то

1) теоремы 1, 3 и 4 останутся справедливыми ;
2) теорема 2 будет описывать обобщенные функции, принадлежащие 

Ср (G) по х', если в формулировке MP(G) заменить на Ср (G);
3) теорема 5 будет формулироваться следующим образом: если 

cx>(f) 0 в G, то f допускает фиксирование х' в каждой точке области G.
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