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Пусть A (D) — пространство функций, аналитических в односвязной 
области D комплексной плоскости, причем оо D. Топология в этом про­
странстве определяется равномерной сходимостью на произвольном ком­
пакте К,К cz. D. Обозначим через A*(D) сопряженное с A (D) пространство. 
A*(D) отождествляется с пространством функций, аналитических на беско­
нечности и обладающих свойствами: 1) у(оо) =0 для Vy(z) е.4!(й):
2) множество особенностей (это всегда компакт) каждой функции 
y(z) ^A*(D) принадлежит области D.

Общая проблема моментов заключается в следующем. Заданы: 1) целое 
число р, р 1; 2) целые числа 1е, 0 Е р — 1; s = 0, 1, . .., р — 1;
3) функции 0 As(t) е А (£>), s = 0, 1,. .., р — 1; 4) функция W(t) е 
^А(К), однолистная в области D; 5) совокупность комплексных чисел

=Ри {я„8}»=0-
s=0

Требуется найти множество всех функций у (t) е A’(D), удовлетворяю­
щих бесконечной системе уравнений

^nS(Y) = 2^$lVP(0)"P+^(0Y(0^ = a„s, « = 0,1,..., (1)
Г

S = 0, 1,..., р — 1.
Контуром интегрирования в (1) служит замкнутая жорданова кривая 
Г = Г(у), Г U int Г czD,y(l) e=A*(intD cz A*(D).

В том случае, когда контур интегрирования в (1) зафиксирован, соот­
ветствующую задачу (1) будем называть Г-проблемой моментов.

Ясно, что далеко не для всякой априори заданной совокупности си­
стема (1) имеет решения y(t) ^A'fD). Поэтому числовую совокупность 91 
назовем D-допустимой для задачи (1), если Яу(1) еА*(О), для которой 
выполняются соотношения (1).

Решение задачи (1) состоит в нахождении ответов на следующие два 
вопроса:

I) Каковы необходимые и достаточные условия D-допустимости 
(int Г-допустимости) совокупности 91?

II) Пусть 91 является D-допустимой (int Г-допустимой) совокупностью.' 
Как по числам {ап8} («моментам») восстановить множество всех функций 
y(t) ^A*(D) (у(0 е A*(int Г)), удовлетворяющих равенствам (1)?

В работах (*, 2) перечислено большое количество задач интерполяции, 
являющихся частыми случаями проблемы моментов (1).

Множество Е комплексной плоскости назовем а-инвариантным, если 
поворот Е на угол а вокруг начала координат оставляет его неизменным. 
Факт а-инвариантности Е коротко будем записывать таким образом: 
Е е Inv(a). Итак, Е е Inv(a) -<=^е'аЕ = Е.

В статьях (\ 2) нами дано исчерпывающее решение Г-проблемы момен­
тов (1) для случая, когда W(Г U int Г) = Гш [J int Pw е Inv (2л / р). Однако 
оставался открытым вопрос о решении Г-задачи (1) при И^(Г U int Г)

Inv(2n/р). Рассмотрению этого вопроса и посвящена наша заметка.
Определение. Односвязную область intГ, лежащую в конечной 

части комплексной плоскости, назовем погружаемой для данной 
проблемы моментов (1), если Я замкнутый контур С такой, что Int Г cz 
cz int С czD и W(C [J int С) = U int Cw e Inv(2л / p).

1309



Важную роль при решении общей проблемы моментов играет детерми­
нант A (и>) = det||X(«>6,t)6'I('s+1)||^1 , где б = ехр('2л: p'L J,(w) — 
= A,(Z(w))Z'(w), a z = Z(w)—функция, обратная к функции 
w = I7(z) (Z(W(D)) = D). Предполагается, что A (u;) = 0. Ранее дока­
зано, что если w = w У= 0, w е int Сю е 1пу(2л /р). — нуль кратности 
m(w) детерминанта A(w), то нулем (той же кратности!) является и лю­
бая из точек цикла {грб*}^, к = 0, 1,..., р — 1 (б = exp(’2ni р)). 
В дальнейшем для простоты считаем, что А (к?) =И= 0 при w s Г_- = И’(Г) 
и w е Cw — W(С); это предположение нисколько не умаляет общности. 
Пусть х(С') — число нулей A(w) в области inlC’„; с учетом их кратностей» 
а через п(Е) будем обозначать число элементов конечного множества Е, 

p-i ж
Теорема 1. I) Для того чтобы числовая совокупность “21= J {anJn—o 

8=э0
была int Г-допустимой для Г-проблемы моментов (1) с погружаемой в 
int С cz D, W(С U int С) = С„: U int Cm е Inv (2л / р), областью int Г. необ­
ходимо и достаточно, чтобы

00 ап
1) функции as (w)= 3 ■ npL\i е (int С«)’ s = 0,1,. .., р — 1;

п=о гс 8
2) функция Л0(ш), получаемая из А (и?) заменой в детерминанте 

А (ш) = det||Xi(w6ft)6'1('s+1)||f’^L0 первого столбца (~& = 0) колонкой 
||pas(u>) ||р~о была аналитической в замкнутой области Bw, Bw = int П 
П ext Г„, (не теряя общности, всегда будем предполагать, что Bw — двусвяз­
ная область);

3) имела место совместность следующей алгебраической системы ли­
нейных уравнений относительно к (С) неизвестных {Ф+(Л(1р6*)}:

Ф+<л (h?6s) = (w6ft) Vwbk Bm

' (правые части равенств в этой строке известны), (S)

[ У As (w6k) 6ft(^+1) (- l)-*(p-ft)S%*(Ml)+ (w6ft)7= о для!ДЬи e int Cw, 
dwl k=o

s = 0, 1,.. ., p — 1, 

где j = 0, 1,..., m(w) — 1 (А(л (w) = 0; A(m(w)) (w) =^= 0), a w — про­
извольный представитель цикла нулей cz int Сю определителя
A(w); через Ф+(н?) в (S) обозначена голоморфная в Cw U int Cw функция

£ До(<)лс(О
3 w б— int (J (2)P«C)-!(W)

где лс (w) = wm(0) 11 (wp — и^)™^, a P-^o-i (w) — полином степени
weintCw

и (С) — 1.
II) Для любой int ^-допустимой совокупности 91 общее решение 

Г-проблемы моментов (1) дается формулой

w (— ext 1

где Лс (w) = Ц (wP — шр)т^, a PX(o-i (w) — произвольный поли-
weintCw

ном (степени х(С) — 1), принадлежащий множеству которое
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может быть описано следующим образом. Каждое решение 
Ф = {Ф+о)(»№)}, и(ф)=и(С), системы (S), согласно формуле (2), 
однозначно определяет х(С) значений (zpdk)}, что, в свою оче­
редь, единственным образом определяет полином P^C)-i(w) степени 

и (С) — 1, который вместе с соответствующими своими производными 
в точках принимает указанные значения {P^c'i—i (шб*)} (Эрмит) 

— множество всевозможных таких полиномов, =
= (w)},,, cpeS).

Теорема 2 (единственности). Если 0 int Г W, Г W ТУ (Г), то 
Г-проблема моментов (1) с погружаемой в iniCc^D. W:(С IJ m t С) = 
= Си, U intCw е Inv(2n/р) областью int Г тогда и только тогда имеет 
единственное решение, когда

rank || As (w6k) [|8=оа.... р_х = n({w6k}pk~} П int Г,) (3)
wS^Eintr

для Vw^O, Д(ш) = 0, с циклом {wdk}p=oC int Cw, имеющим непустое 
пересечение с областью int Гм.

Если 0 е int Гк, то V-проблема моментов (1) с погружаемой в 
ItACclD, Cw (J int Cw е Inv(2n/ р), областью int Г, тогда и только тогда 
имеет единственное решение, когда одновременно выполняются условия 
(3) и

р-1
Р (р — 1)

2s=0
д' 2 8Ц0)=¥=0.

Следствие 1. Общая проблема моментов (1) с областью D, обладаю­
щей свойством W(ГУ) = G е Inv(2n / р), тогда и только тогда имеет 
единственное решение, когда одновременно выполняются следующие ус- 

р—1
ловил: 1) Д(гр) =# 0 для Vw =И= О, w е G; 2) ls

s=о
Р(Р—1) V,

3) А~г « (0) ¥= 0.
Следствие 1 в неявном виде содержится в статьях (!, 2); оно является 

окончательным результатом, подводящим итог исследованиям работы (3).
В качестве одного из примеров, иллюстрирующих полученные здесь 

результаты, служит классическая общая задача Лидстона о восстановле­
нии целой функции экспоненциального типа F(z) по заданным значениям 
ее производных

С(рп+,Р (as) = ans, п = 0, 1,..., s = 0, 1,. .., р — 1, (L)
которые с помощью преобразования Бореля могут быть представлены в 
виде

pKpn+y (oQ == X tpn~’^ea^ yF (t) dt = ans, n = 0,1,... , (Lr) 
г

s = 0,1,..., p — 1,
p(«) (0)

где Yr(0 = Zi —E= A* (int Г) является функцией, ассоциирован­
ие *

ной по Борелю с F (z).
Решение задачи (L) равносильно отысканию множества решений 

yF(if) е А * (int Г) системы (Бг). Поэтому задача Лидстона эквивалентна 
Г-проблеме моментов (Бг) с погружаемой областью int Г. Теоремы 1 и 2 
позволяют дать исчерпывающее решение задачи (L) для любого класса 
целых функций экспоненциального типа (F(z)} с supp yf с: int Г, что яв­
ляется завершением многочисленных предшествовавших исследований, от­
носящихся к задаче (L) см., например, С~16)). Мы не станем приводить 
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результаты общего характера, относящиеся к задаче (L), а остановимся 
лишь на одном частном случае этой задачи. ’—J р (р _

Рассмотрим задачу (L) при условии У 16 — —%------ Выписав для
(Lr) детерминант AL(z) = det||e%sMk(,s+1!||p~^0 , с помощью теоремы 2 без 

„ /Т \ V 7 Р (Р — Втруда уоеждаемся в том, что задача (L) при z, Г = ---- %---- тогда и
только тогда имеет единственное решение в классе целых функций роста 
не выше первого порядка и минимального типа, когда {^}s=o = 
Не теряя общности, можно считать, что в рассматриваемом случае Zs = s, 
s = 0, 1, . . . , р — 1. Отметим теперь следующие усиления результатов 
А. О. Гельфонда и В. Л. Гончарова (4_6).

Для того чтобы Г-проблема (Гг) с ls = s и as = s, s = 0, 1,..., p — 1, 
имела единственное решение необходимо и достаточно, чтобы область 
int Г не содержала ни одной комплексно сопряженной пары точек.

Н-Я81пщХ)-еХр(±!т)}’ ? = га = 1,2,...,

Аналогичного вида результаты могут быть получены для задачи о вос­
становлении F(z) е [1; int Г) по заданным «моментам»: (s) = ans,
п = О, 1,..., s — 0, 1,..., p — 1; роль anq± из (G) здесь играют точки

« = 1-2.....= с,’-).
В заключение остановимся на следующем континуальном аналоге одно­

родной задачи (Lo): найти множество всех целых функций экспоненци­
ального типа Г(г) [1; int Г), Г фиксировано (Fs[l; int Г) -<=У 
<=> уг е A* (int Г) -<=>- supp ул- сд int Г), являющихся решениями диффе­
ренциального уравнения

dpF{z)/dzp— Vr(z)=0, X =/= 0, (Ld)
и удовлетворяющих условиям F{1^ (as) — 0, s = 0, 1,. .., р — 1, 0 ls

/> — 1.
Полученные здесь результаты позволяют утверждать, что 1) при 

О int Г классы единственности [1; int Г) задачи (Ld) и соответствую­
щей (Ьй) задачи (L) всегда совпадают; 2) тот же факт имеет место и при 

/р(р-1) s, \
О е int Г, если 2 I, < ^1’ и ’ ■> (0) + 0.

В том случае, когда все нули "*0 детерминанта Al(z) являются про­
стыми, общие решения задач (Ld) и (Lo) в классе [1; int Г) 1) при 
0 ЕД. int Г всегда совпадают, а 2) при OeintT совпадают тогда и только 

j-p(p-i) _L; \
тогда, когда 2 ~и А' 2 (0) =^= 0. Сформулированные пред­

ложения о задачах (Ld) и (L) существенно дополняют результаты ра­
боты (7).

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 18 XII 1971
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