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Пусть функции /o(z), (z) составляют решение системы диффе­
ренциальных уравнений

m
y'k=^ qkiyг, к = 0,1,. .., m, (1)

1=0

qhi <= С (z) и не связаны никаким однородным алгебраическим уравнением 
над полем C(z). Тогда для каждого однородного по х0...,хт многочлена 
P(z, xa, ..., х,А е C[z, хе,. . ., х1К] определена ненулевая функция g(z) = 
= P(z, A(z),. .. ,/„(z)).

Предположим, что функции /0(z),... ,fm(z) аналитичны в некоторых 
фиксированных точках а, е С, i = 1,... ,d, тогда функция g(z) также бу­
дет аналитична в них. Обозначим символом О (Р) сумму порядков нулей в 
этих точках функции g (z) = Р (z, /0 (z),..., fm (z)).

Пусть n — степень многочлена Р по z и h — степень по совокупности 
переменных х0, ...,хт. В статье речь будет идти об оценках сверху для 
О(Р) как функции от п, h, d и некоторых приложениях этих оценок в тео­
рии трансцендентных чисел.

Подобные оценки для функций /, = ехр(р,г) при d = 1 можно полу­
чить из результатов работы (4) (см. также (5), гл. I). Для тех же функций 
с растущим d оценки О(Р) получаются в С), гл. III, § 4, л. III. Однако 
при этом накладываются некоторые ограничения на арифметическую при­
роду чисел а также на изменение пи h.

Существенную часть метода Зигеля — Шидловского в теории транс­
цендентных чисел (см. (2) ) составляет оценка O(L) для линейной формы 
L — a0(z) -х0 + ... + ат (z) -хт и произвольных функций /0(г),...,(z), 
удовлетворяющих системе (1) (см. (’), гл. VII). Аналогичный результат 
для многочленов (теорема 3) позволит нам получить оценку меры алгебра­
ической независимости значений Е-функций (см. (2)) с растущими сте­
пенью и высотой (теорема 4).

Мы несколько расширим постановку задачи. Пусть I — однородный по 
переменным х0, ... ,хт идеал кольца C[z, Хо,..., хт]. Обозначим 0(1) 
минимум O(Q), взятый по всем многочленам Q, принадлежащим I, одно­
родным по переменным х0,..., хт. В случае, когда I = (Р)— главный иде­
ал, будем иметь О (I) = О (Р). Предположим, что в / существует базис, со­
стоящий из однородных по х многочленов, степени которых по z не пре­
восходят п, а по совокупности переменных х —• h. Тогда имеет место

Теорема 1. Пусть dim7 = r+l, г 0; тогда

О (I) Л(т+1>г+1 [<?! (п + 1)т c2d min (n + 1, /г]), (2)

где с,, с2 — эффективные константы, зависящие от функций fo(z),... 
...,fm(z) и системы уравнений (1).
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Следствие 1. Если Р (z, а?0,хт) — однородный по х многочлен 
степени h, а степень его по z не превосходит п, то

О (Р)^ h(-m+1')m+1 [с, (n + 1) + c2d min (n -j- 1, /г)]. (3)

Следствие 2. Пусть функции fi(z),. . ., (z) алгебраически неза­
висимы над C(z), аналитичны в точках щ,..., и составляют решение 
неоднородной системы уравнений

m
y'k = + 2 ЧкгУг, fc = l,...,m, feEC(z). (4)

г=1

Тогда для каждого P(z, xt. .. ., xm) е C[z, xh...,xm] такого, что 
degzP п, degj Р sZ h, имеет место неравенство (3).

Если положить /o(z) = 1, то следствие 2 сводится к следствию 1.
Доказательство теоремы 1 проводится индукцией по размерности идеа­

ла I в пределах от г = 0 до г — т. При этом сугцественна приводимая 
ниже теорема об оценке О (Z) для идеалов I специального вида.

Обозначим i(z) общий знаменатель коэффициентов qu(z) в системе 
т т

п _  д -VI д /у \
(1) и и — ТН + Zj ух ' l^_i 4ki'xi дифференциальный оператор, по- 

К=Э /г Ц=о 7
строенный исходя из этой системы. Тогда оператор t(z) D действует в 
кольце С [z, ха,..., хт ].

Теорема 2. Существует константа С, зависящая только от функций 
fo(z), ■ ■ ■ и системы (1) такая, что для любого радикального идеала
I^C[z, х0,..., xm], однородного по х и инвариантного относительно опе­
ратора t(z) -D, т. е. t(z) -D(l)^ I, имеет место неравенство 0(1) С.

Для доказательства этой теоремы используется теория Галуа диффе­
ренциальных расширений Пикара — Вессио, созданная Колчиньтм (см. 
(6)). Если G — группа Галуа системы (1), то устанавливается некоторая 
связь между однородными радикальными идеалами кольца C(z) [х0, . . . 
... ,хт], инвариантными относительно оператора D и проективными мно­
гообразиями в Рт, инвариантными относительно группы G. Эта связь по­
зволяет доказать, что в условиях теоремы в множестве однородных ради­
кальных идеалов кольца C(z) , хт], инвариантных относительно
оператора D, существует единственный минимальный. Отсюда немедлен­
но получается требуемая оценка.

Вернемся к доказательству теоремы 1. Общий шаг индукции происхо­
дит следующим образом. Предположив, что неравенство (2) не выполня­
ется, т. е. сумма порядков нулей 0(1) достаточно велика, удается, ис­
пользуя некоторые факты из теории исключения, установленные авто­
ром, доказать существование однородного по х идеала J a C[z, х0,. .. 
... ,хт], примарное разложение которого имеет вид

J = ф п Z, Л • • • П Л,

где $ — один из ассоциированных с I простых идеалов размерности г + 1, 
a , Jt — вложенные компоненты J; кроме этого, J — (Pi,. . ., РТ),
degz Р. N, deg'P, Н, а

О (ф) > с31Пт'У (N + И) + c4d min (N + Н, IPm'y>r). (5)

Поскольку сумма порядков нулей О(£$) достаточно велика, то из тео­
ремы 2 следует, что t(z) -D(^) ф. Отсюда легко показать, что t(z) ■ 
■D(J)<£?$, т. е. существует номер I такой, что Ро = t (z) •D(Pl)^ ф. Обо­
значим h=(P0, J) = (P0, Pi,..., Рт) ■ Так как ф—единственная изолиро­
ванная компонента J, а Ро Ф, то легко показать, что dimZ, г. Из спо-
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соба построения Ра можно получить оценки на степени по z и х многочле­
на Р„. Поскольку для Pi, i — 1,..., Т, мы подобные оценки знаем, то ин­
дуктивное предположение позволит нам оценить 0(h) через N, Н сверху. 
С другой стороны, из способа построения Ро следует, что О(Рй)~^ О($) — 
— d. А так как О (Л) О ($$). i= 1,..., Т, и 0(h) — min О (Pt), то 

г=Э ,1.... Т
неравенство (5) позволит получить нижнюю оценку для 0(h), выражен­
ную через N, Н. Константы ct; cz подобраны так, что оценки снизу и свер­
ху для 0(h) противоречивы. Это доказывает неверность допущения отно­
сительно 0(1), а вместе с тем и общий шаг индукции.

Оценка для О(Р), даваемая теоремой 1, далека от точной. Принцип 
Дирихле, с помощью которого можно получить нижнюю границу для 
шах О (Б) по всем однородным по х Р с условиями degzP sC п, 
deg хР ft, показывает, что точная оценка должна иметь главный член 
порядка Cf,nhw. Однако подобная грубая оценка, верная при п, h, меняю­
щихся независимо, позволяет получить оценку, точную по п, h, но спра­
ведливую только при п > c6fev, где с6, у — константы, не зависящие от п, 
h. Для числовых приложений достаточен случай, когда d — количество 
точек, в которых оцениваются порядки нулей, равно 2. С этим допущени­
ем мы и сформулируем теорему 3. Пусть функции fi(z), . .., fm(z) удов­
летворяют условиям следствия 2 при d = 2, ,

P(z, хх, .. . ,xm) = 2 A^(z)eC[z], degAs(z)^zi.

Если t(z) — общий знаменатель (z), a 

m m

то оператор t (z) D действует в кольце C[z, x^ ...,xm], не повышая сте­
пени по х, и, значит, многочлены Pi(z, xif..., xm) — (t(z) -Dy~lP можно 
рассматривать как линейные формы отЛГ= (h + произведений степе­

ней xh. ■ ■ xmkm, + ... + km h. Предположим, что максимальное чис­
ло линейно не зависимых среди Pt,..., Рм равно s. Тогда имеет место

Т ео р е м а 3. Существует эффективно вычисляемая константа с7 та­
кая, что при всех п, h

О(Р) sn + с7/г?,

где у = (тп + 1)m+l + тп + 1.
Легко видеть, что при п > cji™+’ оценка, даваемая теоремой 3, лучше, 

чем оценка теоремы 1.
Доказательство теоремы 3 проходит аналогично методу, предложенно­

му А. Б. Шидловским для оценки O(L) линейных форм L (см. (2, ’)). 
Теорема 1 позволяет оценить неэффективную в этом методе константу пя 
(см. (2), л. 6) и тем самым провести доказательство для многочленов.

Аналогично тому, как лемма А. Б. Шидловского позволяет оценить 
меру линейной независимости значений ^-функций в алгебраических точ­
ках (см. (3)), теорема 3 дает возможность доказать теорему 4. Мы огра­
ничимся в ней /^-функциями, в определении которых оценки п‘п замене­
ны на с9" (см. (2)). Это не сильно уменьшает общность, поскольку все из­
вестные в настоящее время /^-функции удовлетворяют именно этому ус­
ловию.

Теорема 4. Пусть P(xt,.. ., xm) <=Z[xi, . . ., х,„], deg'P^d, 
а максимум модулей коэффициентов Р не превосходит Н\ а — алгебраиче­
ское число такое, что a-i(a)#=0.
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Тогда существуют эффективные константы С и у,, зависящие только 
от системы (4), функций fi(z), .. ., f„,(z) и числа а, такие, что при 
In In Я > Cd2mIn (d + 1) будет выполнено неравенство

Вес общие оценки для меры алгебраической независимости Л (а),... 
...., /т(а) (см., например, (7,3)) получаются по существу как оценки ме­
ры линейной независимости произведений степеней ft(a),..., fm(a) и 
из-за уже упомянутой неэффективности пя граница для Н в зависимости 
от d, начиная с которой они действуют, ранее не была известна.

Подробные доказательства всех теорем будут опубликованы.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 28X11 1971
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