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(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 16 XII 1971)

Пусть В, т, е0 — положительные константы, с = В(2т)~‘, 
г = е0 + се02, хй е Rn, S(x0, г) = {х| ||а: — г}; К = — класс
всех дифференцируемых отображений F: S (а?0, г) Rn. удовлетворяющих 
условиям

\\F'(x)— F'(x)\\ sgtfllz-xll, ll(^U))-‘ll ^m-1, x,x^S(x„r),

и обладающих корнем * в шаре S(x0, е0); Кп- в’ mi(zi,. .., zjV) — подмно­
жество элементов К таких, что

* Корнем отображения F здесь именуется решение уравнения Fx = 0.
** Менее формально, e(2V) —ипфимум чисел 8 таких, что для всякого оператора 

F s К можно указать корень с точностью до е, произведя вычисления значений F(x) 
и F' (ж) в N точках.

F (10=7)4
(г = 1, 2,..., A, zt — набор (&, гр, &), где тр е Rn, — линейный опе­
ратор в 7?"). Обозначим через (zb ..., zw) радиус минимального
шара, содержащего корни всех операторов класса A(zb ..., Zjr). Условив­
шись считать p(zb ..., zN) = 0 в случае A(zi,..., zw) = ф, положим **

(У) = inf sup ... inf sup p (z1;..., zN), (0) = e0.
Si ’iiJ' Sx ■'CvL’v

Будем предполагать, что s0 достаточно мало по сравнению с с-1. Общеиз­
вестна оценка

е(А) c_1(ce0)2JV,
реализуемая методом Ньютона, развитым для операторных уравнений 
Л. В. Канторовичем (‘).

Теорем а. Имеет место неравенство

е(А) сг1(с1е0)2л',

где Ci с (1 — 50 У cso).
Таким образом, не существует способа приближенного нахождения 

корня, существенно более точного, нежели метод Ньютона.
Легко видеть, что общий случай сводится к случаю п = 1. Действи­

тельно, поставим при произвольном фиксированном п каждому / е 
в соответствие F е , х0 — (t0, 0,... , 0), по правилу

F(i(1), Z(2), . . . , tM) = (/(i(I)), mtM).

Указанное вложение позволяет по любому способу, локализующему на ос­
нове информации о значениях F(x) и F'(x) в N точках корень с точностью 
до е на классе Ах^’т, эффективно получить способ решения той же задачи 
на классе Kt^ •

Итак, пусть п — 1. Рассмотрим вспомогательную задачу с «закреплен­
ными концами». Пусть Ai = (щ, -yi), А. = (а2, |32, у2) — векторы в 7?3, 
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L = La,a2 — класс тех дифференцируемых на осп функций, удовлетворяю­
щих условию

f (ж) — f (х) | В | х — х |, — оо <; х. г < х.

и таких,что
/(«<) = р2, /(щ) = у,-, г=1,2. $

Определим для класса L объекты La,a2 (zi,.... zft), рл.л; (,z..........-«) и
За,а. (к), к = 0, 1, 2,..., IV, аналогично тому, как это было сделано для 
класса К. Можно показать, что справедливость теоремы обеспечивается 
существованием множества ЭД cz В3 X В3, обладающего следующими свой­
ствами: 1) для любой пары (А, А2) е ЭД и любого числа с найдутся чис­
ла г) и £ и пара (At, А2) е ЭД такие, что

L1,42(z)^L|jX, Z = (B,tU), (1)

и
^>^1-501^); (2>

2) существует пара (И,0, Л2°) е ЭД, удовлетворяющая условию
7^1,В,т — ТВ
Л-ха,г„ —> п .0 .0А1, Л2 (3)

Зафиксируем Z = 1 — 1бУсе0 и положим ЭД = ЭН>. U ЭХ, где Э1М — мно­
жество лар (At, А2), удовлетворяющих условиям

Ф[Л (#) = [Г ~2~ (х — а1)2 + Y1 (х — а1) + Р1 £= Z'A,, Ан (А)

₽1<0, Р2>0; 0 < Г^ПГ| < а2 -- «! < 4 , ^>Yi + 3Z?^-

1 (5) 

(г = '/г (3 + sign ц)). Положим для (А,, А2) е ЭД

f+(x)= sup (х), j~ (х) = \хА f(x), А =
, ,т. , тв z 2'еЛЛ,,Л2 !^LAi,Ai

Можно показать, что f+, f~ е Ha,a2. Оценив корни т+ и г~ функций f+(x) 
и f~ (х) соответственно и учитывая, что елд (0) = г~ — г+, можно выве­
сти неравенство

В В Л > 3 Д2 \ 1РА— ^-<8Л1,Аг(0)<-2-^1 +^-52— J, (6)

где i(Ah А2)= 1, если (Ль Л2)е ЭХи i(Aiy А2)—2, если (И,, П2)еЭХ. 
Положим теперь

z(£) = (g, Ж), //(?)); cij = a,, as-j= Ъ — ₽.уг‘,
Ai — z(at), Я2 = г(а2),

где i = i(At, A2); j = 1, если | > а,- — Р«у* -’, и / = 2, если § 'X а,- — РлХ"1- 
Пара (Ai, А2) е ЭД, и выполняется включение (1). Кроме того, из (5), (6) 
можно вывести неравенство (2) с с, = (2m)~1X3.

Положим теперь Y1° = m(l + 4 У се0) и найдем аУ и Pi° из системы 
уравнений х0 — е0 = т~, xQ + е0 = г+. Положим далее, а2° = а? + В~1у°,
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02° = Фл(а2°), Ta0 = <р/(а2°). Так определенная пара (Л/, Л2°) удовлетво­
ряет условию (3).

В заключение отметим, что постановка рассмотренной задачи возникла 
на основе работ в которых вопрос об оптимальном поиске изучался
в других ситуациях.

Автор выражает благодарность Ю. И. Любичу за обсуждение получен­
ного результата.
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