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МАТЕМАТИКА

М. А. РУТМАН, Л. Т. ИГНАТЕНКО

О ПОРЯДКЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РОСТА РЕШЕНИЙ 
НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 14 I 1972)

Рассмотрим разностную краевую задачу

= х, (1)
У |о<tj 8;- = fj(tr, .. . , tn), j = 1,2,. . . , n, (2)

I
б области 0 tt,... ,tn < oo. Здесь ^y — [y(tt,..., Л, + ф,
ifj+i,... ,tn) ■ у (ti,..., tn) ], б, > 0, / = 1,2,..., га, У — У (fa,..., tn),
x — x (fa,... ,t„) — элементы пространства CE, т. e. непрерывные функ­
ции, значения которых принадлежат банахову пространству Е; Aqi.,.q — 
= ^ei...en (Ь,.. •, —семейства линейных (ограниченных) операторов,
действующих в Е. Эти семейства предполагаются компактными и имеющи­
ми слабую вариацию на бесконечности (см., например, (6,’)). Последнее 
означает, что для всякого е 2> 0 существует Т = Т (б) такое, что из 
Ъ{>Т, Zt'^T, Si слеДУет ||A31...Qn(f;,...,Q-

Первый член уравнения (1) является «старшим»: pfao q$,
Краевая задача (1), (2) рассматривалась в (*). Там был установлен 

критерий устойчивости, т. е. необходимое и достаточное условие, при ко­
тором всяким ограниченным ж(Л,..., Ь.) и /Д^,, .. . ,tn), j = 1,... ,п, от­
вечает ограниченное решение у (fa,.. .,tn). В настоящей работе задача (1), 
(2) подвергается более полному исследованию. Мы устанавливаем зависи­
мость между экспоненциальным классом, к которому принадлежат х и 
и соответствующим классом, покрывающим совокупность решений. Подоб­
ное исследование, однако, для дифференциальных краевых задач и в ме­
нее завершенном виде содержится в (2).

Как и в (*,2), для упрощения и не в ущерб общности рассматриваем 
нулевые начальные условия

?/lo^9<Pj 8j = 6, 7 = 1,2, • . . ,П. (2°)

Выделим из пространства СЕ подпространство СЕ- а, —оо < а < оо, 
функций, удовлетворяющих условию

sup Ik(i,,..., tn) || exp [—а(ь + . • • + tn) ] <
Легко показать, что для всякого х ^СЕ -а решение у принадлежит не­

которому СЕ; (j. Если же х пробегает всё СЕ; а, то совокупность решений по­
крывается пространством СЕ- ? при достаточно большом р. Пусть х(а) — 
точная нижняя грань таких р. Имеет место следующая

Теорема. Существует щ такое, что х(а) = а0 при а а0; х(а) = а 
при а > а0. Указанная точная нижняя грань достигается при всяком 
а =^= а0 и не достигается при а = а0 (г. е. если х пробегает СЕ; а„ то сово-
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купность решений {у} покрывается СЕ- ао+Е при произвольном е > 0, но 
не покрывается СЕ- а„).

Доказательство проводится по следующей схеме. Рассмотрим 
■сперва простейшую задачу при п = 1:

Ар — Ху = х, 0 t •< оо, (3)

y(t) =0 при О t < 6.

'Она равносильна операторному уравнению

у — KSy = Sx,
где

п-1

— дискретный аналог оператора интегрирования. В пространстве функ­
ций, аннулирующихся левее нуля, оператор S вольтерров. Решение зада­
чи (3) можно записать в виде

у = (/ - XSy1= 2
1

Используя (4), получаем

(4)

Из этой формулы нетрудно получить требуемый результат. При этом ока­
зывается, что а0 = -^- In 11 + Х6 |.

Для краевой задачи
Ар — Ау = х,

y(t) = 0,
О t < ОО,

О I < 6,

тде А — «постоянный» оператор, действующий в Е, соответствующее опе­
раторное уравнение

у — SAy = Sx

решается по формуле, приведенной в (3):
У = - ir $ Sx dK-

Y
Здесь у — контур, окружающий спектр оператора А.

Теорема доказывается с помощью этой формулы, причем 

«о = I 4 11, (т(Я) — спектр А

Для краевой задачи (1), (2) при «постоянных» операторах Aqi...gn ре­
шение представляется в виде

{см. О). Контуры Yi ... у» определяются множеством ст = оф/.,,. , 
.особенностей оператор-функции
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исследованной в (5). Эти контуры должны быть выбраны так, чтобы при 
всяких Xj е Yj точка (Хь ..., Л„) была регулярной для Г (Xi,..., Х„). Тео­
рем получается путем анализа формулы (5), причем

а0 = sup inf 4—In 11 4- Л.Д- ].
а(А) j °з

Наконец, в общем случае (Л31...дп = 43,...?п (£,,...,/„)) краевая зада*- 
ча (1), (2°) исследуется с помощью методов, развитых в (4). а0 опреде­
ляется следующим образом. Рассмотрим множество всевозможных «-пре­
дельных систем операторов ^?..gn порождаемых семействами 
Atl(Ц,..., /,,) на общих последовательностях t[m\ ..., таких,
что S Для каждой такой системы строим

7П—> ОО
ц(“>

91 • • ■ 9,i
/ А(-и>> \-1

Г(м)^----’М=
\ 1 11 /

и пусть п(“’ — множество особенностей Г<ш). Тогда

а0 = sup sup inf -у In 11 -|- |.
(ы) а(а>) j о.

>

Частным следствием этой формулы является основной результат (крите­
рий устойчивости) из (*). В самом деле, краевая задача устойчива тогда 
и только тогда, когда а0 < 0, но это выполняется одновременно с нера­
венством

Отметим еще, что при > 0 (дифференциальная краевая задача)

■у- In 11 + А.Д | —> Re Xj, а0 = sup sup inf Re Zj. 
и о(м) 3

Последняя формула существенно дополняет основной результат из (2), 
где выражение для а0 приведено лишь для некоторых частных случаев.

Одесский электротехнический институт связи
им. А. С. Попова
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