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(Представлено академиком Н. Н. Яненко 17 I 1972)

Выводятся соотношения в частных разностях для функций Лежандра, 
.Аппеля и Лауричеллы. Эти соотношения принадлежат классу разностных 
уравнений с постоянными коэффициентами.

1. Рассмотрим произведение функций
п

Ф = Ф (Z, а1( а2,..., а„) = П (z, ат),
7П=1

удовлетворяющих дифференциально-разностному функциональному урав
нению

(Dz-cmT^^m)Fm(z,am) = Q, Dz~d/dz, (1)

где разностный оператор Т имеет вид
Аа = Еа-1, Ма = 1-Е-\

а £ и 7 — оператор сдвига и единичный оператор соответственно. Следст
вием (1) для произведения Ф является соотношение

п

= (2)
7П=з1

Пусть оператор £/ удовлетворяет равенству
^7)zT(Z) = S£:T(z); (3)

подействуем этим оператором на выражение (2). Для функции пара
метра s

P = P(s, аъ а2,..., а„) = 7'Ф(г, аъ а2,..., ап)
лолучим соотношение

п
(si- %cmT^m)P==0. (4)

7П=1
2. Выберем в качестве Lzs оператор, осуществляющий интегральное 

преобразование

L3zV(z) = J e~szy¥(z)dz, (5)
о

предполагая, что для функции T (z) интеграл (5) сходится и имеет место 
равенство

lim Т (z) = 0.
z-4-О

Свойство (3) для оператора Lzs из (5) является следствием теоремы 
о дифференцировании оригинала, известной для преобразования Лапласа. 

Положим
(6)Ft(z, щ) = e_zz“l_1 /T(at)
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(Ci = —1, = 0, jxi = 1) и при т > 1 функции Fm (z, а,„) будем выби
рать равными функциям а™) и (или) Fm(z, ат), которые связаны
с цилиндрическими функциями от мнимого аргумента

Fw(z, а) = e~azIa(az), F{2) (z, а) = e~az~1!laKa(az). (7)

Для этих функций уравнение (1) (ст = xl2dm, = ii,„ = 1) выводится 
из известных рекуррентных соотношений для модифицированных функ
ций Бесселя Ia (z) или функций Макдональда Ка (z) (*).

Введем функцию Н:

II = Н(г, а,, а2, ..., а„) = r~a>P(s, а,, а2, . . ., а„), г = (s ф I)-1,. 

для которой выражение (4) можно записать в форме

ПН = 0, ( (8)

где R — разностный оператор вида
п

= V(X, — г 3 Cm^amУam, (9)
т=2

если функции Fm(z,am) выбраны в соответствии с (6), (7). Оператор R 
представляет разностный аналог дифференциального оператора

и

ТП=2

£2

3. Приведем функцию Н к гипергеометрическим функциям. Преобра
зование Лапласа произведения цилиндрической функции от мнимого 
аргумента на степенную выражается через функции Лежандра первого 
или второго рода (2). Полагая при п — 2 функцию F2(z, а2) равной 
Fw(z, ct2) из (7), получим

Н = (г, аъ <х2) = Г (1 ф 2a2r)_0,/2S5a“21 (U) (Юа)

или при F2 (z, <х2) = Fl2) (z, а2)
Н = Н(2) (г, аь а2) = Г(р (+-2) (1 + 2а2г)-<^ (U), (106)

где
11 = 1 + Я2Г

/1 + 2л2г ’
11 Ф 2а2г|>1.

Уравнение (8) с разностным оператором (9) является функциональ
ным соотношением для функций (10).

Для частного случая функции (10а) с целочисленным параметром а2 
это уравнение содержится в рекуррентном соотношении, выведенном 
Н. Я. Виленкиным для функций 53тп(сЛт), связанных с матричными 
элементами представлений Т.,(g) группы QU(2) (3).

Положим Fm(z,am) — F(i)(z,am) при всех т > 1. Тогда функцию Н 
можно привести к обобщенной гипергеометрической функции FA Лаури- 
челлы (Re а > —1):

ctn -ф 2 » 2а2 ф 1, 2а3 ф 1,2ап ф 1, 2сс2г, 2я3г, 2<znr^, (11)

п

а = 2 а™-
ТП=1 
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в соответствии с интегралом от произведения функций Бесселя, степен
ной и показательной функции (4). При п = 3 функция в (11) совпа
дает с функцией Аппеля второго рода.

4. Разностный оператор R содержит в качестве слагаемого единичный 
оператор I с множителем

п

1 + 2г 2 ст-
7П=2

При некотором значении числа г = г этот множитель обращается в нуль. 
Естественно назвать оператор R в таком случае вырожденным.

Вырождение разностного оператора R в соотношении (8) влечет при
водимость гипергеометрической функции в выражении (11) для функции 
Н. При п = 2 эта функция приводится к бета-функции Эйлера, при п = 3 
функция Н записывается через гипергеометрическую функцию Гаусса 
общего вида (а2 а3):

Н (г, а1( а2, а3) =

вместо параметрически частного случая функции Аппеля F2 в (11), 
а при п — 4 выражается через функцию Аппеля четвертого рода.

Вывод равенства (12) основывается на применении квадратичного 
преобразования Бейли (5) к функции F2 в (11) и использовании формулы 
аналитического продолжения для функции Аппеля F-, (G). При а2 = а3 
гипергеометрическая функция Гаусса единичного аргумента в (12) мо
жет быть записана в виде отношения произведений гамма-функций Эй
лера (2) и функция И приводится к произведению эйлеровых интегралов
первого рода

X В / ai + а2 + а3
\ 2

ai 4- а2 — аз . 
sm л-------- 5--------sm л

ai — а2 + а3
2

я2 sin nai
n / ai + а2 — аз ,

2
ai — а2 + аз'

2

X

Re (1 — ах))> 0.
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