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К ТЕОРИИ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
В МНОГОМЕРНЫХ ОБЛАСТЯХ

В эвклидовом пространстве Еп+1 точек (ж, х0) = (яд, х2,..., хп, ха) рас
смотрим уравнение

^0 X)qUXqXq -J- (in /g) UXo (1)

где m — неотрицательное целое число, Ах — оператор Лапласа по перемен
ным Xi, х2,..., х„, а и(х, х0) — искомое решение.

Уравнение (1) при п — 1 относится к классу уравнений, подробно ис
следованных в работе (’).

Обозначим через Н конечную односвязную область пространства Еп+1, 
ограниченную плоскостью х0 = 0 и характеристическим коноидом К: 
|ж| = г — х0 0, где |z| — длина вектора х, г = const > 0, (2т Д-
+ D P - 2.

Пусть а = (at, а2,... ,а„) — фиксированный отличный от нуля вектор 
из шара | х | < г эвклидова пространства Еп, НД — подобласть области И, 
ограниченная коноидами К и К: \х—а| = Кг и К„ части К и К,
составляющих границу области НаТ, А = ||а^|| —квадратная (п X п)-мат
рица, транспонированная по отношению к ортогональной матрице А' = 
= ||«/J|, ац = аД | а |, j = 1, 2,.. ., п, det Д' = 1, А; — матрица, получен
ная из матрицы А заменой элементов i-ro ее столбца нулями.

Введем операторы

S°tu == у (n) j u [g,

к 1)/2 IF S^u' n 1 (mod 2)’

R
1 / д \n/2 i*

, /л \ dR'1 j j dt, n = 0 (mod 2).
0

Здесь и ниже dco5 — элемент сферы | £ | = t пространства Еп,

у(п) = У^п, 2.R = ]/72 — | а |2, i 1 ? д
2R dR ’

Очевидно, что эти операторы не зависят от индекса i = 1, 2,..., п. 
Справедливо
Утверждение. Для любого регулярного в области Н решения 

п(х, х0) уравнения (1), непрерывного в Н, имеет место равенство

и(а, 0) + п[0, (г/₽)Ч = ВДи Va, |a|<r. (2)

Действительно, предположим сначала, что их., j = 1, 2,..., п, и 
xtf2~muXa непрерывны в Н. Непосредственным вычислением нетрудно убе-
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диться, что преобразование
rye + | а | yi Г2 + I а 12 rzo — | а | z. т

Z° “ 2Я [4/i Vo — 2Д + 2 ’

I а I У» + ГУ, г I а | , , rzi — I а | z0 | а I
Zi ~ 2R — 2R 2R + 2 ’

zk = ук, к = 1,2,... ,i— l,i + 1,..., п,
где

Уо = М'Р, У = А'х-^х = Ay = ayj\ а| + Azy,

отображает область Наг на область <2 пространства Еп+1 независимых пе
ременных z0, Zi,.. ., zn, ограниченную конусами |z| =7?— z0 и |z| = 
= 7? + z0, причем точкам (0, (г / р)р) и (а, 0) сопоставляются точки (0,7?) 
и (0, —7?), а поверхности

+ 2ctz = г2 + | а |а (3)
— плоскость Zo = 0.

В переменных z0, z функция

является решением уравнения

— Azv = 0. (5)

Из однозначной разрешимости задачи Коши для уравнения (5) с на
чальными данными v(z, 0), vZa(z, 0) = vZa(z, z0) |Zo=0, |z| ^7?, следует, что 
функция p(z, Zo) в области Q представима в виде (2)

д \(»-1)/2

/
» (z> ± го) = Т(«)

2 zo
1
zo v(z + 5,0) +

3>/2~~~ J vza(z + l,0)daz, n = 1 (mod 2), (6)

y(z,±z0) = J гф + £,О)с?оч±
2 Vя \ dz0 J g |/ z2„(2 ,^=г

■ T (») zo
~ 2/л

t2~ndt

/*о~г2
(z + 5, 0) d^

|V=«

n == 0 (mod 2). (7)

Поскольку u(a, 0) + u[0, (r/₽)’] = i?(0, —7?) +v(0, 7?), то из (6) 
и (7), в силу (4), при z = 0, Zo = 7?na=7^O получаем (2). При a . = 0 
формула (2) также вытекает из (6) и (7), где на этот раз

Принимая теперь во внимание, что соотношения (6) и (7) имеют ме
сто для всех положительных z0 < 7?, простым предельным переходом 
можно показать справедливость равенства (2) и для регулярных решений 
и(х, х0) из класса С(77).

Обозначим через 77(а, г) часть поверхности (3), принадлежащую Н, 
а через К (a, г) = Ка f] Кг.
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В операторе В„а при п= l(mod2) участвуют значения функции 
«(я, ж0) лишь на К (а, г). В случае же п = 0 (mod 2) в выражении опера
тора В," участвуют значения функции и(х, ха) на Н (а, г). На этот раз 
пользуясь свойством функции Вольтерра (3) V(х, у0; g, g0) для волнового 
уравнения Пи = иУоУа — Лхи, легко вычислить, что

G^u == В„и — и [0, (г/Р)р 1 = lim J ju [g, (10/Р)31 v (а, Уо> I, Во) — 
уо-о кг

- V (а, г/0; g, и [g, (g0/₽)‘s]| dKrx, (8)

где Каг — образ Кг при отображении у0 = х = х, N — конормаль,
соответствующая оператору □, dKar — элемент поверхности Кг,~.

Из (8) видно, что в выражении оператора G'' участвуют значения 
и (ж, яг0) только на коноиде Кг.

Заметим, что при п = 2

2л V (х, у0, g, Во) = log [ (go — У о + у I go — г/о 12 — IX — g |2) / | х — g | ].

Свойство (2) всех решений уравнения (1) позволяет отыскать ряд 
корректных задач для уравнения (1) в области Н. Здесь мы ограничимся 
постановкой одной простой краевой задачи в случае, когда 1 < п =

1 (mod 2).
Задача 1. Найти регулярное в области Н решение и(х, ж0) уравне

ния (1), непрерывное в Н и удовлетворяющее условиям
Пт х'^т иХо = v (х) N х, |z|<^r, (9)

Впхи = ф(ж) Уж, |z| < г, (10)
где

v(x) еС("+1)/2(|ж| ^г), ф(ж) eC;’~,,;2(|.z| s£r).

Единственность и существование решения этой задачи легко получить 
из равенства (2) и однозначной разрешимости видоизмененной (по тер
минологии работы (4)) задачи Коши:

lim и (х, х0) = т (х), lim х^г~т иХо = у (х), | х | <( г, 
Хо-*0 Уо-*О

для уравнения (1), если учесть, что на основании (9), (10) и принципа 
Гюйгенса

U (0, (Г/Р)^) = г (1)/2 4- f ф (z ф g, 0) +
' ' гф=г

. 7 (/г) / д \(»-з)/2 1 Г 
“VhH ~Т ’ v(z^g,0)dco^

1 Е1=г
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