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В большинстве исследований по оптимизации управляемых систем 
ставится вопрос об отыскании управления, оптимального по какому-то од­
ному избранному критерию. Одновременный учет нескольких показателей 
приводит к задачам так называемой векторной оптимизации (1_5).

В настоящей заметке исследуется вопрос о построении управления ли­
нейной системой, минимизирующего векторный критерий. Изложение ос­
новано на возможности представления задач линейного управления как 
задач оптимизации в банаховых пространствах (6).

1. Пусть 9? — линейное пространство, К cz 9? — выпуклый конус. Оп­
ределим в S порядок, полагая у2 г/i, если у, — у2 е К. Оператор F: S -> 
-> 9? (S — выпуклое подмножество линейного пространства S’) будем 
называть выпуклым, если F((.xt + (1 — А.)х2) t.F(xi) + (1 — л)Ё(ж2) 
ДЛЯ любых Xi, хг е S, 0 < л < 1Д е И1.

Будем говорить, что точка х0^ S доставляет решение задачи миними­
зации оператора F(x) (,F(x0) = min) на множестве S, если для любого 
х е S из неравенства F (х) ^.F(x0) следует F(x0) ^.F(x).

Если К — конус в банаховом пространстве В. то через К будем обозна­
чать его поляру: К= {{t=B‘\ (J, у) ЕЕ 0 Ху е К} (В* — пространство, 
сопряженное к В, {/, у) — значение функционала f в точке у). Для про­
извольного множества W-В через pw (/) будем обозначать опорный 
функционал W: pw(f) = sup </, х), х е W, f е В*.

X
Пусть X, Уо, • • •, У>. — банаховы пространства, 7\: Х-+- Y,, i — 1,..., п,— 

линейные ограниченные операторы, Et — выпуклое замкнутое подмноже­
ство У,, е; — элемент У;, i = 1,... ,п.

Пусть U — выпуклое подмножество X, компактное в слабой топологии, 
порядок в Уо определяется замкнутым выпуклым конусом ГсУ0, 
Г =/= —Г, F-. U Уо — выпуклый оператор.

Рассматривается задача
F(x) = min, (1)

x<=U, (2)
T,x + е,- е Et, i= 1,..., п. (3)

Вопросы оптимизации при наличии операторных ограничений исследо­
вались, например, в работах (7"‘°). Задача (1) —(3) отличается специфи­
кой условий (2), (3), возникающих в задачах линейного оптимального 
управления (6, “, 12).

Определим на множестве Г X X* функцию
£ (7о, /) = SUP i\/о, F (х)) -|- (/, х)}, /о (= Г, f GE X , 

хе V
и на множестве Г X У,* X ••• X У„* X Уо функцию

п п п
Ф (/о, /1, /п> У) = £ (/о, 3 + 2 PEi (— /0 + 3 С/г, — (fo, УУ'

11 1
/о <= Г, fi е У,*, i = 1,..., п, у е Уо, Т* — сопряженный к У, оператор.
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Условие А. Для любого ?еГ функционал <p4(z) = (g, F(x)) 
полунепрерывен сверху на U в слабой топологии X.

Теорема 1. Пусть F(x) —выпуклый оператор, удовлетворяющий ус­
ловию А, у — произвольный элемент из Yo. Для совместности условий (2), 
(3) и неравенства

F(x)^y (4)

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство
inf Wo, А, •••,/п) = 0, /оеТ, Де У?, i = 1, ..., и. (5) 

fl.... fn

Доказательство опирается на использование теорем об отделимости вы­
пуклых множеств (13, ’4) и теоремы Фань Цзи о разрешимости на компак­
те системы выпуклых неравенств (15)_

Положим F (х) = О, у = 0, тогда (4) тривиально, и из (5) получаем 
(см. (*5))

Следствие 1. Для совместности условий (2), (3) необходимо и до­
статочно, чтобы

п п и
inf (РП (2 ’/i) + 2 PEi (— /г) + 2 (/о = 0, (6)

п.....fn 1 1 1
AeTj, i = 1,71.

Теорема 2. Пусть оператор F: U-^-Rm (Rm— m-мерное эвклидово 
пространство) удовлетворяет условию А и Г = {| £ Rm | g, 0, i = 1,... 
..., m}. Для того чтобы существовало решение задачи (1) — (3), необходи­
мо и достаточно, чтобы выполнялось соотношение (6).

Условие В. Множество F(U) ограничено.
Условие С. Если gk-^go в слабой (*) топологии Уо* и gk £= Г, то 

1Ы1 1Ы1, к-^-оо.
Теорема 3. Пусть пространства У„ i = 1,..., п, сепарабельны, 

hit Ei =^ф, п (int Ei—внутренность Ef) и выполнены условия
A, В, С. Если х„ есть решение задачи (1) — (3) и у0 = F (х0), то сущест- 
вует нетривиальное решение f0°, /ф,..., /„° задачи

inf У (Д> /1, fn, Уо) = О, Д е Г, f i е У;, j = 1, ..., и. (7) 
f°-f>.....fn

Если Yi конечномерно, то требования непустоты int Et в теореме 3 
может быть опущено. Заметим также, что если Е, — конус, то Д° е Е* — 
= -Ei.

Теорема 4. Пусть х0 — решение задачи (1) — (3), y0 = F(xa) и 
функционалы f°, i = 0, 1,..., п, доставляют решение задачи (7).

Тогда х0 удовлетворяет принципу максимума
п п

</?, F (х0)> + ^0/ = max F (x)> Д- ^2ГХ X/J - (8)
1 1

а векторы уф = TiX0-\- в; соотношениям
<f°i, уЪ = min (ft, y), i — i,...,n. (9)

2. Рассмотрим управляемую систему

dx / dt = A(t)x + B(t)u-}- f(t), (10)

где x — /с-мерный вектор, и — r-мерное управление, A (t), В (t) — непре­
рывные матрицы, f(t) — интегрируемая функция на [ta, Д], моменты вре­
мени Za, Д фиксированы.
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Допустимым управлением будем называть любую измеримую вектор- 
функцию u(t) со значениями из множества

U.(t) ta^t^tp, (И)

такую, что отвечающее ей решение системы (10) удовлетворяет фазовым 
ограничениям

Px(t)f=0>, (12)
и краевому условию

яг(7а) = ха, Qx(t^ <=Л. (13)
Здесь °U — выпуклый компакт в Rr, .F, М — выпуклые замкнутые мно­
жества в /?р, Rq соответственно (Rr, Rp, Rq — конечномерные эвклидовы 
пространства размерностей г, р, q), int Р — ф, Р и Q — постоянные мат­
рицы размеров р X к и q X к, ха (= РР.

Пусть задано т функционалов F/zz)
'з

Fj (“) = Ф; (Z, и (ty dt, 7 = 1,..... т,

где cpj(Z, и) —непрерывные, выпуклые по и функции. Будем говорить, что 
допустимое управление и“(7) решает задачу оптимального управления 
(является неулучшаемым по критерию F(u) = (Ft (zz),..., Fm(u)')'), если 
для любого допустимого u*(t), удовлетворяющего условию Fj(u*) 
'3' Л1(м°), / = 1, . . . , 772, F(lZ*) = F(u°).

Используя формулу Коши для решения системы (10), исходную зада­
чу представим в форме (1) — (3), где п = 2; U — подмножество банахова 
пространства 1фг), состоящее из функций, удовлетворяющих условию (11); 
Уо = Rm, Г = (1 s R’” | i,0, i — 1,. . . , т}; £, — подмножество С<р), 
состоящее из функций ср(7) : cp(i) ЕЕ 4X^4 Е> = Л, е1 = (t) = PX(t,

ta)xa 4- Р X(t, т)/(т) dx, е2 = QX (7р, 7а) Х ф- Q ( X (7р, т)/ (t) dt; операто- 

ры Тр. Т2: —> В4 определяются условиями
t

Т\Н = Р X (t, х) В (т) и (т) dx, 
ta

Tm--q\x (tn, т) В (г) и (т) dx.
'а

Здесь — пространство измеримых r-вектор функций, суммируемых на 
[ta, /Д с квадратом конечномерной нормы, С(р)— пространство непрерыв­
ных на [/а, гД р-вектор-функций, метрики в L(p>, определяются обыч­
ным образом; X(t, т) —фундаментальная нормированная матрица одно­
родной системы.

Положим
Ф '3

Ф (к, A, Z, F) = jj у [т, к, ( dX’ (7) РХ (t, х) +
fa т

+ I’QX (7Р, г)) В(х)]dx + var р^> (— A (7)) 4-

4_ Рм(—Z) 4- dX' (7) (7) 4~ Z'e2 — k'F, 
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где 7. — m-мерный вектор с неположительными компонентами, I е Rq, 
F^R", A(t) —р-вектор-фупкция ограниченной вариации на [Za, Zj,

у (т, X, s) = sup {Х'ф (т, и) + s'и}, не U, s е R\
и

ф'(т, и) = (<Р1(т, и), фт(т, и)), штрих означает транспонирование.
Т е о р е м а 5. Для совместности условий (11) — (13) необходимо и до­

статочно, чтобы

infA, гф(0, Л, Z, 0) =0, ЛеС'”*, l^Rg. (14)

Если условие (14) выполнено, то решение задачи оптимального управ­
ления u°(t) существует и удовлетворяет принципу максимума

Х°'ф (т, и0 (т)) + s° (т) В (т) и° (т) =
= max {Х°'ф (г, и) 4- s° (г) В (х) и}, (15)

а отвечающее u°(t) решение x°(F) системы (10) соотношению

( dA°' (Z) Рх° (Z) = min tZA0' (Z) ф (Z), (16)

где Х°, Л°, 1° — нетривиальное решение задачи
inf ф (X, л, I, f°) = o, х е г, л е с(р)*, z е Rq, f° = f (и9). 

Т,Л.,1
a s°(x) — решение сопряженной системы в распределениях (“),

ds/dx — —sA (х) — dA°'/dxP — l°'Qf) (t — Zs), s (t) s 0, т > t$.

Задача имеет, вообще говоря, континуум решений, векторы F(uQ) об­
разуют некоторую поверхность в Rm.
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