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1. В настоящей заметке формулируются достаточные условия конеч­
ности дискретного спектра дифференциальных операторов (1), (4) в про­
странствах функций заданной симметрии. Эти операторы являются опе­
раторами энергии квантовых систем в отсутствие внешнего поля и во 
внешних магнитном и электрическом статических полях. Полученные ус­
ловия позволяют во многих случаях свести задачу о конечности дискрет­
ного спектра операторов энергии многочастичных систем к аналогичной 
задаче для двухчастичных систем *.

* Которые достаточно хорошо исследованы (см., например, (1_3))-

Найденные нами достаточные критерии конечности применимы, в ча­
стности, к системам с короткодействием. Для некоторых классов взаимо­
действий эти критерии близки к необходимым.

Гипотеза о справедливости подобных условий конечности дискретного 
спектра впервые выдвинута в (4). Какие-либо результаты для операторов 
(1), (4) при п > 3 ранее отсутствовали, исключая (5), где рассмотрен ча­
стный случай (4) для отрицательных атомарных и молекулярных ионов 
(с неподвижными ядрами) без учета магнитного поля. Для п = 2 ряд ус­
ловий конечности дискретного спектра оператора (4) при У12 > 0 и без 
учета симметрии был ранее получен в (6,7). Наши условия в этом случае 
менее ограничительны.

2. Оператор энергии движения относительно центра масс квантовой 
системы Z, = (1, 2, . .., п) п частиц (п > 2) с массами т{ имеет вид (8)

1, >1
я0 = -д0 + 4-2 (1)

где До — инвариантно заданный на С7(7?0) оператор Лапласа,
п

Va (гц) = Vji (гя), Ro ={г, ГЕ К3’1, 2 mtri = о}, г = (Гь • • • , гп), 
г=1

ri = (#3i-2; ^31-1, ж3г)-
Пусть Q(Ri) —класс вещественных функций Е(п), для которых

I V (ri) |2 dr± <Д 4- ос, Я любое, lim | V (гх) |2 dr1 = 0.

Всюду далее ^(п) е Q(Rl), г, / = 1, 2, . .., п. Оператор На, определенный 
на С/(Ко), расширим до самосопряженного, сохраняя прежнее обозна­
чение.

3. Пусть S(Zi)—группа перестановок тождественных частиц систе­
мы Z,, 5? — полная группа вращений трехмерного пространства. Группу 
симметрии оператора На обозначим G. Далее считаем G — Gi = S (ZJ XSH 
или G = 5(Z(). Типы неприводимых представлений группы G будем обо­
значать о, отвечающий ст проектор — Ра (8).
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Оператор Ho=HJPe самосопряжен в = Р°2’2(7?о) ■ В п. 6 устанавли­
ваются условия конечности дискретного спектра НТ-

4. Обозначим через Zh = {Ct, ...,Ch) разбиение исходной системы на 
h непустых подсистем Ct. Пусть Rfizi, = {г, г е Я, 2 пгр, = 0, t = 1, 2,■.. .

i(=:C^
Оператор энергии относительного движения подсистем есть (8)

1, h
я0(/,) = -д^ + 42 S

i i,kecl

Оператор He(Zh'), определенный на Я2(Яг*),  расширим до самосопря­
женного в S^Rfr), сохраняя прежнее обозначение.

5. Пусть S — группа перестановок всех тождественных частиц из 
Ci, Ci е Zh; S {Zh) — группа, состоящая из всех перестановок gg, где g про­
бегает группу S {Ct) X .. .X S{Ch), a g—подгруппу перестановок (из 
S{Zt)), меняющих местами тождественные подсистемы С, из Zh. Положим 
G = S{Zh) X 5? при G = Gt, G = S{Zh) при G = S{Zt). G — группа симмет­
рии оператора Ha{Zh). Типы неприводимых представлений группы G в 
пространстве 2’2{R0Zh) будем обозначать й = й(2Л); отвечающий 3 про­
ектор— Ра. Оператор Haa{Zh) H<t{Zh)Pa самосопряжен в = Рс3?2{Roz^). 
Так же, как в (8), определим понятие индуцирования (С) симметрии 9 
подсистемы Zh симметрией ст всей системы Zi и положим

ц (о; Zh) - inf {inf Яц {Zh)}, n°=min u (о; Zh);
5, o=o(Zft4o zh’

p° — нижняя граница предельного спектра оператора Яоа (8). Пусть 
Я (о) = {Zh, ц(ст; Zh) = р"}. Распадение Z2 назовем устойчивым, если 
дискретный спектр оператора Ho{Z2) в пространстве 2 не ПУСТ-

6. Пусть 3X{R,), 0 < 6 < 1,— класс всех функций РЯ), P(n)s 
е Q{Rt), для которых дискретный спектр оператора — (1 — б) At + Р(п) 
в2,!(1?1) конечен; (Я) = U Я~6(Я). Пусть, далее, у > О, В > 0 — неко-

8
1, п

торые числа, р2= —2 I ги |2- Для каждого Z2 = {Clt С2) положим Mk= У гщ, 

k=i,2, 2 Гп |2, : = (?!, :2^з)Дз-{ =
___

= /т/х,2 (ля1 2 — М? 2 mpCsi-i) , i = 0, 1, 2, Kz,{y, В) = {г,
_____ jeCi jeCt

Е= Ro, YPc, “b Pc2 YP’ P B}.
Теорема 1. Пусть для оператора, НТ
А) все распадения Z2 из 02{а) устойчивы;
Б) для, каждого Z2, Z2^ 02{а), существует такая функция Vz2{rt) из 

{Ri), что при некоторых у > О, В О

2 P<J (riJ Я Pz2(C) для rEEKZ1{y,B).

Тогда дискретный спектр Но° не более чем конечен.
Замечания. 1) Условие А) равносильно условию Oh{o) = ф для 

h>3.
2) Пусть для каждого Z2= {С,, С2) ^02{о) и некоторого В>0

Ро(г,) ^УнЫ’2, i^Ct, j^C2, |Г1| >Я (2)
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(3)

Тогда для справедливости условия Б) достаточно, чтобы

3 Ъ}>-0,25М^.
i£=Ci,

Отметим, что если хотя бы для одного устойчивого распадения 
Z2=(Ci, С2)еО2(а) выполняется КДп) у«1 ri I_2 ПРИ i^Ct, i^=C2, 

| Г11 > В и 2 Y’>< —0,25717^ , то дискретный спектр Яо° бесконечен (4) *.  
iECijECa

* В (4) это утверждение доказано без учета симметрии; однако оно справедли­
во и для оператора Ноа.

7. Рассмотрим теперь оператор
1, П О, п

Н = 2 k + bk (г,.))'2 -L- -у 2 Б;/, (гik), (4)
k i^k

где п > 2, ah > 0, bh(rh) = (Ьк1, bh2, bh3), rQK = rh,

Рл(г,л) > 0, i, к = 1, 2,..., n,
(5) 

Va(rib) = Уй;(гА1), V„ = (д I dx3k_2, d/dx3k_i, d/dxsh);

H — оператор энергии системы Zt = (1, 2,..., n) n одноименно заря­
женных частиц с «массами» тп; = яг2 во внешнем электромагнитном поле 
дй(т\) и электростатическом поле Уоь(тд). Будем предполагать, что

{У«(п), УоДп), |&Дп) I2, div&Xn), 7, 7 = 1, 2, . .., n}^Q(Rt).

Оператор Н, определенный на C2(R3n), расширим до самосопряжен­
ного, сохраняя прежнее обозначение. Группу симметрии оператора II обо­
значим через G. Далее предположим, что G = Gt или G — S(Zt). Анало­
гично (э) для произвольного типа о неприводимого представления группы 
G определим проектор Ра. Оператор На = НРа самосопряжен в &

8. Вследствие условия (5) при исследовании спектра оператора II до­
статочно рассмотреть только такие распадения Z2 = (Сь С2), у которых С2 
состоит из одного элемента. Поэтому всюду далее Z2 = (Сь С2) — распа­
дение рассматриваемой системы Zt на подсистемы Ci = (ч,..., г„-1), 
С2 = (/). Пусть R' = {г,-,,..., г>п_х}, Ci° = (0, it,..., гп_4),

Н (Z2) = Н (Сх) = 2 № + bk (ГД)2 + 2 vks Ы-
fesCi k<sk, ssCi”

Оператор H(Z2), определенный первоначально на С2 (R'), расширим до 
самосопряженного оператора в S?2(R'), сохраняя прежнее обозначение.

Пусть G/ = 5(C1)X^, если G = Gt и G' = S(Ct) при G = S(ZJ. G' - 
группа симметрии оператора H(Z2). Типы неприводимых представлений 
группы G' в пространстве 2?2(7?/) будем обозначать а', соответствующий 
а' проектор — Ра’. Оператор Н°' (Z2) = Н(Z^P0' самосопряжен в = 
= Ра'S’2 (R'). Комбинируя доказательства леммы 2.1 из (®) и теоремы 3 
из (10), можно показать, что предельный спектр оператора На состоит из 
всех точек луча [ца, +°°), где ца = min ц(о; Z2), |л(сг; Z2) = 

z2
= inf {inf №’(Z2)}, t = t(<t; Ci)—множество всех типов а' симметрии 

о'б’
подсистемы С,, возможных при данном типе о симметрии волновых функ­
ций всей системы ((9), стр. 598). Пусть О2(о) = {Z2, ц(о; Z2) = ца. Рас­
падение Z2 назовем устойчивым, если оператор #(Z2) в пространстве 
2 &’ имеет непустой дискретный спектр.

0*61
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9. Пусть (ТДСВц &3), 0 < б < 1,— класс всех функций У(п), V(и) е
<^Q(R<), для которых дискретный спектр оператора (iVi + &3(a3rt) )2 + 
4- 6Л( + У(Г1) в ST^Rt) конечен; bj) = U &3).

О

Для каждого Z2 = (Cf, С2), С2 = (/) и любых у > О, В>0 положим 
ц==УтЛ АУД-у, В) = (г, r^R3n, У|г|2 — |r3|2 «S у|г3|; |г3!>В}.

Теорема 2. Пусть для оператора На
А) все распадения Z2 из О2(сг) устойчивы,
Б) для каждого Z2 = (G, С,)еО2(п) существует такая функция 

Vz2(rt) из ST (Re, Ь}), что при некоторых у > О, В > О

2 №)>1Ш г ЕЕ KZ2(y; В).
г<=С,°

Тогда дискретный спектр оператора Н° не более чем конечен.
Замечания. 1) Для справедливости условия Б) достаточно, чтобы 

для каждого Z2 = (бЛ, Сг) ^О2(су) существовала такая функция Vz>(r,) е 
е ЗГСВл, 0), что при некоторых а', 0 < а' < 1, у > 0, В > О

(1 - «У1 2 Va Ы > VZt (ц) + ' | bj (ПЩ) I2. Г ее KZ2 (у, В). (6)
tec?

В свою очередь, для выполнения (6) достаточно, чтобы а) функции Б,3 
подчинялись условиям (2), (3), в которых Ct, С2, Mt,2 заменены на Ci°, j 
И ГП\ б) | И | | fe3(fi) | ->■ 0 При | Ti | -> оо.

2) В случае п = 2 условие А) теоремы 2 может быть опущено.
10. Теоремы 1 и 2 с естественными изменениями остаются в силе для 

операторов (1), (4) без учета симметрии. Отметим, что при п = 2 для 
оператора Н без учета симметрии теорема 2 в силу замечания 2 дает более 
тонкие критерии конечности дискретного спектра, чем все установлен­
ные в (6,7).
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