
УДК 513.83

Доклады Академии наук СССР 
1972. Том 207, № 1

МАТЕМАТИКА
М. М. ЧОБАН

О В-ИЗМЕРПМЫХ СЕЧЕНИЯХ

(Представлено академиком П. С. Александровым 2 II 1972)

Пара (Z, S), где Z—множество и 5 — тело подмножеств множества Z. 
называется пространством. Положим .У (Z, S) — совокупность всех под­
множеств множества Z, полученных прп помощи A-операции, применен­
ной к подмножествам семейства 5. Обозначим C^/(Z, S)= {L s Z|Z \ Le 
e<5$(Z, S) ii *̂(Z,  S) = s^(Z, S) ~ CM(Z. А). Через ^(Z, 5) обозначим 
0-алгебру, порожденную системой 5. Множества систем ^?(Z, 5), ^?*(Z,  5). 
M(Z, S) н CM(Z, 5) соответственно назовем 5-множествами, ^’-множест­
вами, A-множествами и СА-множествами. Очевидно, что ^(Z, 8) s (Z, S) 
n^‘(Z, 5) является о-алгеброй.

1) и мп = и Ln, 2) Мп CZ Ln. п 1. 2. . . .: 3) если Z [J Ln, mo 
n=i n—1 n=l

{MJ« = 1, 2....} cz ,5* (Z, 5).
Этот результат лежит в основе доказательства следующей теоремы. 
Теорема 3. Пусть 6: Z-^-3r(X) — такое отображение пространство. 

(Z, S) в полное сепарабельное метризуемое пространство X, что Q~lU е 
е Cj/(Z, S) для любого открытого в X множества U. Через $~(Х) обозна­
чим совокупность всех замкнутых подмножеств пространства X.

Тогда существует такое однозначное отображение f: Z -> X, что 
fz е 0z для любой точки zeZ и /~Ч's ЗТ (Z. S), как только U открыто 
в X.

Доказательство. Пусть р — такая полная метрика на X, что 
р(х, у) < 1 для любых точек х, у е X. Построим такую последовательность 
однозначных отображений J: ZX. что: 1) p(f„z, /re+1z) < 3 / п и 
p(/„z, 0z) < 1 / (п + 1) для любых z е Zn п = 1, 2,. .. ; 2) fn~'U е ^*(Z, 8) 
для любых п = 1, 2, ... и всякого открытого в X множества U; 3) множе­
ство /„Z счетно для любого п = 1, 2, ...

Пусть х0 — фиксированная точка в X. Положим Z-+X, где f±z = х» 
для любой точки z е Z. Ясно, что — искомое отображение.

Пусть X — топологическое пространство. Через 5 обозначим тело, по­
рожденное пуль-множествами пространства X. В этом случае будем пи­
сать <$(Х, 8) = <$(Х), <Г(Х, 8) = ^-iXi. М (X. 5) = j^(X) и Csi’(X, S) = 
= СМ(Х).

Пр едложение 1. Пусть X — паракомпактное пространство.
Если L является локально В‘-множеством пространства X, то L s ЗЕ (X).
Пример. Пусть X есть дискретная сумма Ni канторовых совершен­

ных множеств а < соь В каждом пространстве Ка фиксируем 5-мно- 
жество La класса а. Тогда L = I! \1. : < со.} является локально 8-мно­
жеством полного метрического пространства X. По построению, L не яв­
ляется 5-множеством. Следовательно, для построенного пространства L 
имеем \^(Х).

Теорема 1. Пусть X — полное метрическое пространство. <$(Х) = 
= &*(Х)  тогда и только тогда, когда оля некоторого с-дискретного под­
множества 1жХ подпространство X L сепарабельно.

Теорема 2 (С), стр. 88). Пусть (Z.S) — пространство и {L,,L2,... 
. . ., L„, . . .} — система СА-множеств.

Тогда существует дизъюнктная система {.V.. М2. . . . , М„, . . .} СА-мно­
жеств пространства (Z, S), для которой
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Допустим, что построены отображения Л/2,... ,fn-
Для каждой точки х е f„Z положим Ох = {у Х\р(х, у) < 1 / (re + 1)} 

и у = {Ох\х f„Z}. Пусть 0„z = 0z П y(/„z), где y(/„z) = U {Ox е y\fnz е= 
е= Ох}. По построению, Qnz = ф и diam y{fnz) < 1/ п. Если U открыто в X, 
то 0П_1Д = U {0_1(Д Л Ох) Л }п~^Ох\х fnZ}. Это равенство вытекает из 
определения отображения 0„: Z-»-s&{X), где s£(X) —совокупность всех 
непустых подмножеств X. Поскольку множество fnZ счетно, то 0„_1С7е 
е Cs4 (X), как только U открыто в X. Рассмотрим некоторое открытое по­
крытие ф = {Um\m = 1, 2,. . .} пространства X из множеств диаметра 
<1/(п + 2). Тогда Z = U 0га_1Дт и 0r."‘P, ef^(Z, 5) для любого 

т = 1, 2, ... В силу теоремы 2, существуют такие попарно непересекаю- 

щиеся В*-множества  Mt, М2, . . ., Мт, . . . , что Z = U Мт и Мт s 0„_1Z7m.

* Отображение /: Х->Г пространства (X, <Si) в (У, 52) является В-отображением, 
если j~lL е В (X, 51) для всякого L <= S2. Взаимно однозначное отображение /: Х->У 
называется В-гомеоморфизмом, если / и f~l являются В-отображениями. Аналогич­
ным образом определяются В*-отображения и В*-гомеоморфизмы.

m=l
В каждом множестве Um фиксируем точку хт. Положим fn+i: Z -> X, где 
fn+lz = хт, как только z М. Ясно, что fn+iU = U {Мт |ж,„ <= U} для любого 
множества U s X. Кроме того, p(/n+1z, 0z) p(/n+1z, 0nz) <1/ (и+ 2). По
построению, p(/n+1z, fnz) p(fn+1z, 0nz) + diam Qnz + p(/n, 0„z) < 3 I n.

Поскольку fn+tZ = {xm \ m = 1, 2,...}, to fn+i: Z X — искомое отобра­
жение. Отображения {/„: Z X\n = 1, 2,. . .} построены. Поскольку p — 
полная метрика и lim p(f„z, fn+iz) = lim 3/n = 0, то для любой точки n—»oo /I—».?o
zeZ существует точка fz — lim f„z. Так как lim p(fn, 0z) =0, to 

11—11,—>30
fz s 0z для любой точки z e Z. В силу леммы Хаусдорфа (см. (3)), 
f: Z -> X является искомым отображением. Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть 0: Z{X)—такое отображение простран­
ства (Z, S) в полное сепарабельное пространство X, что G~lF Cs£{Z, S) 
для любого замкнутого в X множества F.

Тогда существует такое однозначное отображение f: Z X, что 
fz е 0z для любой точки zeZ и f~lU е &F{Z, S) для любого открытого в X 
множества U.

Доказательство вытекает из теоремы 3 и из того, что всякое открытое 
множество является ^-множеством.

Метрическое пространство X называется ^-пространством, если X 
является 4-множеством некоторого полного сепарабельного метрического 
пространства.

Следствие 2. Пусть f;X->- Y—такое однозначное отображение се­
парабельного метрического пространства X на A-пространство Y, что для 
любой точки у е Y множество f~'y полно относительно метрики р (в част­
ности, бикомпактно). Если для всякого открытого {либо замкнутого) в X 
множества L имеем fL е Cs4-{Y), то существует такое А-пространство 
X, s X, что fXt = Y и ft = f\X является ^-гомеоморфизмом *.

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 3 (либо след­
ствия 1) и теоремы Суслина — Лузина (см. (2), стр. 500, теорема 3).

Если (Z, S) — пространство и X — топологическое пространство, то 
[LX/TtLe S и Н — нуль-множество в X}. Положим (Z X X, S) = 

= (Z X X, Sx) и Pz = {х} X X для всякой точки z е Z. Если As ZXX, то 
множество L{X} = U {[Рг £Jrz |zeZ} называется Х-замыканием мно­
жества L. Если X — пространство со счетной базой, то Х-замыканпе 
любого 4-множества пространства (Z X X, 5) является 4-множеством. 
В дальнейшем через X обозначим некоторое полное сепарабельное метри- 
зуемое пространство. Пусть л: Z X X -> Z — проекция ZXX на Z. Без 
труда доказывается, что из L <= s£(Z X X, S) вытекает nL^s^{Z,S).
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Теорема 4. Пусть Егх 3i' (Z XX, S).
Тогда множество H = {z е Z\Pz Л L есть компакт} е Cs^{Z, S).
Доказательство. Пусть ЬХ— метризуемое бикомпактное расши­

рение X. Поскольку X является (^-множеством в ЬХ, то L <= (Z X ЬХ, S). 
Очевидно, что H={z^Z\P7C\L замкнуто в Р7} = Z \л(Е(!1Х> \Б). 
Следовательно, И е С.Х (Z, S). Теорема доказана.

Пусть LczZXX. Множество L СМ-нормально, если: а) 
^CESCZX.X. S); б) L Х-компактно, т. о. L U/^-компактно для любой 
точки z <= Z; в) если F замкнуто в X, то л (А Л (Z X F)) е Cs£(Z, S). Объ­
единение конечного числа нормальных СП-множеств СМ-нормально. Легко 
доказывается

Лемма 1. Пусть {Еп | п — 1, 2}—последовательность СА-нормалъных 
множеств.

ос ОС

Тогда множество П Еп СА-нормалъно. Если E-M^ Еп, то л( П Еп) = 
Н=1 Н=1

ос

= П л(Еп).
77=1

Обозначим через J пространство Бэра, а через б„1П2... »/с — интервалы 
Бэра (см. (7)). Множество L s Z X X X J S-элементарно, если сущест- оо
вуют такие XЯ„1П2...= Sx. что L = ф (|J

X 5п,ъ... nk | Щ = 1, 2, .. .; i sg: к}). Пусть р: ZxX xJ -» ZxX - - естествен­
ная проекция. Тогда для всякого Е ЕЕ X {Zx X, S) существует такое 
S-элементарное множество L^ZXXXJ, что pL = Е. Если Е е 
<= ХГ {Z X X, S), то существует такое S-элементарное множество L, что 
pL=E и p\L взаимно однозначно. Еслп L S-элементарно, то L е 
е X(Z X X X J, S) и для любых z Z и х е X множества Рф Л Б и Р(2, х) Л L 
замкнуты соответственно в Р/ = {z} XXX ] п P(z, х> = {(z, х)} X J.

Теорема 5. Пусть L е <%)’ (Z X А. S) и Н = {z е nL | Р, Л L о-ком- 
пактно}. Тогда существует такая последовательность С ^-нормальных

ос о:

множеств Et,..., Е„,.. . , что U Ex L и Н = и лЕп.
>1=1 =i

Доказательство. Не нарушая общности, можно считать, что 
X—метризуемый бикомпакт. Обозначим через и.■ = {F;J| i — 1,.. . , n{j)} 
некоторое открытое покрытие пространства X из множеств диаметра 1 / п 
относительно метрики р на X. Все интервалы Бэра пространства J зану­
меруем некоторым порядком {Um | m. = 1, 2,...}.

Так как L ее Si*  (ZxX, S), то существует таксе S-элементарнсе множество 
Ф :Й (Z х X X Л S), что рФ = L. Положим Lmnk = p((Z X [F„] X Um) П Ф).

00 ОС 71 (&)

Ясно, что L = (J U U Lmnk и Ann*  суть Л-множества. Для каждого j 
771=1 6=1 77=1

. . 77(» .. _

ПОЛОЖИМ Lmnk = (л (Lmnk (2/ X ["^г])) X [V i ] ■ Lmnk ~ ij LyYink и ---
2=1

OO . ~

~~~ П Emnk*  KCO Lmnki Emnk Emnk Суть И-МНОЖеСТВа И L^nk ~ Lmnk*  13 СИЛ у 
2=1 _ 

теоремы 2, существуют такие СП-множества что Hmnk 3 E3miik\Lrtink
oo

И n H3mnk == ф. Пусть E^nk = (Z \ rt((Z х [ Щ]) \ (ЛЩ U L)) X [ЕЩ. Тогда 
2=1

7l(j)

Emnk есть СМ-нормальное множество. Множества E3mnk = |j E3mnll и Emnk = 
2=1

oo . . .

= П Emnk также СЛ-нормальны. По построению, Emnk Hmnk U E. Поэтому 
2=1

oo

Emnk cz p (H3mnk J L) = L. Таким образом, j {Emnk\m,n, k = 1, 2....} cz L. 
3=1

Покажем, что H s J {л£’,„ ,л | m, п, k = 1, 2,. ..}. Во-первых, легко заме­
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тить, что лЕтпк содержит все точки z е xLmnh, для которых Pz A Lmnk~ L. 

Пусть z s Н. Тогда Lz = Pz Л L = U где множества В,, F2,.. . компакт- 
i=l

пы. Пусть Фг = Ф Л ({z} X X X У) и / = р|Фг. Тогда отображение 
/: Ф2 -> Lz непрерывно. Поскольку пространство Фг полно, то в силу тео­
ремы Бэра ((2), стр. 425), существует такое число i0, для которого 
Int f~'Fj0 = ф. Поэтому найдутся такие т0, па, ко, для которых (Z X 
X [ X П,,,,) А Ф2 z= Следовательно, Pz A Lma^k, = [Р, Л
е Fio е L. Теорема доказана.

Лемма 2. Пусть f: Z -> Y — некоторое В*-отображение  пространства 
(Z, 3) в метрическое пространство Y со счетной базой.

Тогда {(z, /z) |z е Z} е Я*  (ZXY, S).
Доказательство. Пусть {U„ | п = 1, 2,. . .} — некоторая счетная 

база в У. Тогда {(z, /z) | z <= Z} = Z X У \ U ((Z \ f~'U„) X Un).
n=i

Лемма 3. Пусть L — СА-нормалъное множество в (ZXY, S), где У — 
метрическое пространство со счетной базой. Если aLe^(Z,S), то суще­
ствует такое множество Н (Z X Y, S), что H ^L, лЕ = лН и л\П 
взаимно однозначно.

Доказательство. Пусть У — компактное расширение пространст­
ва У. Положим 0: Z, ->• F(Y), где Z, = лЕ и Oz есть проекция на У мно­
жества PZ6\L. Поскольку L СД-нормально, то Q~'F е С.Х (Z, S), как 
только F замкнуто в У. Тогда существует такое В*-отображение  f: Z, -*  У, 
что /z е Oz. Множество Н = {(z, fz) \ z <= ZJ искомо.

Теорема 6. Пусть L е (Z X X, S) и для каждой точки z е Z мно­
жество PZV\ L о-компактно.

Тогда лЕ е SF (Z, S) и существует такое Н е УТ (Z X X, S), что Н s L, 
лН = лЕ и л\Н взаимно однозначно.

Доказательство. В силу теоремы 5, найдутся такие СД-нормаль- сс ОС
ные множества Е2,... , В„, . .. , что U Е„ £ L п JiL = U лЕп. Поскольку 

u=i п=1
.iLe/ifZ,5), {лЕ„\п — 1,2, ...} ^ CsE(Z, S) п jiL= U лЕп, то лЕсо 

п=1
(Z, S). По теореме 2, существуют такие попарно непересекающиеся 

оо

^‘-множества Фь ..., Ф„,... , что U Ф„ = лД и Ф„ s лЕп. Положим n=i
Мп =ЕпГ\ (Ф„ X X). Множества М2, М2, . . ., Мп,. . . СД-нормальны и 
лМ„ = Ф„. По лемме 3, для любого числа п существует такое множество 
Нп<^ SF (Z XX, S), что Нп — Мп, лНп — Ф „ п л|Яп взаимно однозначно.

оо

Множество Н = U Я„ искомо. Теорема доказана.
П—1

Из теоремы 6 вытекает ряд известных теорем об упиформизации пло­
ских В-множеств (*,  4, 6). В классическом случае попытку доказать тео­
рему 6 сделал Е. А. Щегольков (6), но его лемма (см. (’), стр. 10), на 
которой основывается доказательство, неверна. Контрпримером к лемме 
Е. А. Щеголькова служит любое униформное не борелевское СД-множе- 
ство, проекция которого есть В-множество. Такие множества являются 
элементарными СД-множествами (*)  и существуют в силу теоремы 
Кондо С).
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