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В этой заметке рассматривается задача на собственные значения для 
сингулярных эллиптических операторов произвольного порядка с перемен
ными коэффициентами. Операторы аналогичного типа изучались в ра
боте (’).

Рассмотрим в эвклидовом пространстве R; ограниченную область й 
с достаточно гладкой границей Эй. Обозначим через {Та} покрытие й ко
нечной системой областей Ио, Ту, .... Гл- в R таких, что Ко Л ЭЙ = 0, 
и таких, что в каждой Fv, v > 0, определено бесконечно гладкое преобра
зование координат х-у = с положительным якобианом, при котором 
ЭЙ локально переходит в гиперплоскость у = 0. а прилегающая к Эй 
часть области — в уп > 0. Кроме того, предполагается, что при этих пре
образованиях координат нормали к Эй переходят в нормали к у„ = 0.

Лемма 1. Существует разбиение единицы {/ц} в области й, подчи
ненное покрытию {К.}, такое, что в каждых локальных координатах у1-''1, 
v > 0,

Да) = '?аУп А.)

в некоторой окрестности у,г = 0.
Обозначим через С?(й) множество А раз непрерывно дифференцируе

мых функций, четных по уп в каждой локальной системе координат i/'v>, 
Сг“(й) = ПСГ"(Й). Введем пространство 7/ : £21 как замыкание СГ“(Й) 

;; >-0
по норме

V

U Цщ) = II h°u &'(V») ~~ 2
где норма ||/мг||н1 вычисляется в локальных координатах y(v) как норма 

функции, определенной в соответствующем полупространстве (определе
ние Ц.;(И+п) см. в (2)), a Whya||Hi — обычная норма в пространстве 
С. Л. Соболева.

Имеет место
Теорема 1. Пространство Я7'(й) при I i ,7j + у + k + 1 в алгеб

раическом и топологическом смысле вложено в пространство Crk(Q).
Из этой теоремы вытекает
Следствие 1. Q Я7'(Й) сдСг”(Й) (вложение понимается также и 

1^.0
в топологическом смысле).

Пусть внутри области й дифференциальный оператор L имеет вид

L (х, Dx) = 2 аа (‘Ф -0“ (1)

где коэффициенты яа — достаточно гладкие функции. Около границы Эй 
области й оператор L определим следующим образом.
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Пусть для каждого v > 0 оператор L в локальных координатах имеет 
вид

а'| — Oi + ... + а„_1,

L, =- 2 aak(y}Da;DkVnBavnn,
|а'Ц-2а +&<2m

/г<1

(2)

где у = (у', у„) = (уг, . • • , Уп-i, Уп), а = (а', а„) = (щ,.. • , СС и—1 •, ССП)(

д2 f 2у д 
дУп уп дуп ’

у>0.

Кроме того предполагается, что аак — достаточно гладкие функции в 
7?” A tK, где Vv — образ множества Vv при преобразовании координат 
х -л- и аак — 0 при | о/| + 2а,, = 2т — 1, к = 1.

Пусть в любой точке х е Q оператор L эллиптичен, т. е.

3 йа(х)Г=/=0, 1^Пп, В=г=О, (3)
|а| —2m

a /А при v 2> 0 удовлетворяет условию

S «ао(у)Г'^П^0 (4)
|a'l+2an=2m

при ;/ G /Г‘ П17,, 0 g е Rn.
При условии, что коэффициенты оператора L удовлетворяют условиям 

работы (*), справедлива следующая
Теорема 2. Для и е Н..!(Q) выполняется неравенство

А- II (Iн’(й)

Оператор L нётеров, как оператор из в Н\ ~т для целых s 2т. 
Отсюда вытекают следствия.
Следствие 2. Ядро и коядро оператора L состоят из гладких функ

ций, т. е. Ker L, Coker L с С,” (Q).
Следствие 3. Существуют константы сь с2 > 0 такие, что для целых 

s 0 выполняется неравенство
1| и |l„s+‘2m

HY

для uefu2™ (Q) © Ker L (© обозначает ортогональное вычитание в 
я; (£2)).

Пусть р(ж) 0 (,р(ж) >0 при х е О) — достаточно гладкая в 
Q функция и пусть р(а?) переходит в уД! при преобразовании координат 

v > 0. Тогда пространство TP2(Q) = 1Д квадратично суммируе
мых с весом p(z) функций в Q с естественным скалярным произведением 
алгебраически и топологически изоморфно пространству Я7°(0).

Далее будет предполагаться, что L — симметрический оператор, т. е. 
для любых и, v е D(L) = C,."(Q)

(u,Lv)2 = (Lu,v)2. (5)
LP LP

С помощью следствий 2 п 3 доказывается следующая
Теорема 3. Пусть L удовлетворяет условиям (3) — (5) и условиям 

теоремы 2. Если для некоторой функции / е Я/(й) и для любой функции 
и е D(L) выполняется неравенство

НА © s > 0,

с постоянной с, не зависящей от и, то f f= Н\'2т (Q).
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Норма в Hy~s(Q) определяется по формуле

sup
I (“> ф) ■> I

L₽

Пусть оператор L такой, как и в теореме 3. Рассмотрим задачу на соб
ственные значения

Lu — 7м. (6)

Предположим, что L — полуограниченный снизу оператор, т. е. удовлетво
ряет условию (5) и существует постоянная с > 0 такая, что 
((L е) и, и) 2 О для всех и е D(L).

lp
Одно из достаточных условий полуограниченности дифференциального 

оператора дается следующей теоремой.
Теорема 4. Пусть коэффициенты симметрической формы

2 «,,.р (,т) Ра/Р₽/ (7)

вещественные, достаточно гладкие внутри области Q функции, и пусть

2 и &аър > о
|а|=|Р|=т

при X^Q, |Х0.
Пусть форма (7) вблизи границы в локальных координатах имеет вид

|а'|+2ап<т
[₽'1+2₽,г<С™

и пусть

2 М (у) >0S Ъ fen

при ye/tf fl 1%, 0^ |е/гя.
Тогда справедливо неравенство

J Р (*) 2 аа₽£>7 (х) Р₽/ (ж) dx > сх jj / |Р т — с.г
|а|, V V

(8)

при f е Cr°° (Q).
Отметим, что впервые неравенство Гордиига для сингулярных форм по

лучено в (5). Интегрируя по частям слева в неравенстве (8), мы сможем 
выделить полуограниченный снизу дифференциальный оператор.

Л е м м а 2. Пусть L — полуограниченный снизу оператор, тогда замы
кание графика L в Еф X Lp определяет замкнутый симметрический опе
ратор А с областью определения D(A), плотной в Lp.

Регулярность функций из области определения степеней сопряженного 
кА в смысле Пф оператора А* характеризует следующая

Теорема 5. Если то иегН"™* (Q).

Следствие 4. Если и^Е = Л Р[(Л*)4], то и е С г” (О).

Следствие 5. Оператор А самосопряжен, т. е. А = А*.
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Пусть а — точная нижняя грань спектра оператора А. Тогда на интер
вале [я, оо) существует спектральное семейство проекторов Е>. таких, что

4=J XdEx.
а

Теорема 6. Проектор является интегральным оператором с ядром 
е-к, х <= F, т. е. для любого х ей и каждой функции f е Lo2 выполняется 
равенство

(Erf) (х) = (e>.,x,f)L~,

кроме того е>,1Х(у) = е>.1Р(х) для х.у-(1
Обозначим через FP, р О, целое, гильбертово пространство элементов 

из D (Ар) с нормой

Ьр Ьр

Через F—p обозначим негативное к FP пространство, построенное по 
пространствам Lrf и Fp (обычную теорию негативных пространств 
см. в (®) ) .

Справедлива следующая
Теорема 7. Для каждого х ЕЙ существует элемент gy.,x е где 

q = [га/2] -г у + 1 — р, такой, что при f F,, функция (grf^x f)L^ непре
рывна пох eQu

(A + X)-pf(x) = (g^x,f)L,.

Следствие 6. Для f е Fq имеет место равенство
оо

/)г2 = 5 (И + (?а, .V, /) 2-

а Р

Доказательство теорем 6 и 7 проводится методами работ (3) и (4) с ис
пользованием предыдущих результатов. Так же как в упомянутых рабо
тах, можно доказать полноту обобщенных собственных функций опера
тора А.
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