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Ранее нами предложен метод и выведены правила триангуляции диа­
грамм состава * взаимных систем практически из любого числа компонен­
тов и комплексных соединений (', 2) с помощью теории графов (3). В дан­
ной статье предлагается алгоритм, позволяющий решать эту задачу на

* Триангуляция полиэдров составов позволяет выделить симплексы (носители 
эвтектик) с заданными свойствами (составом и температурой плавления компонен­
тов), определить число и местоположение ионварпаптных точек, определить реак­
ции обмена и значительно сократить объем экспериментальных работ.

1059 K2SO4.

Рис. 1. Развертка призмы Li, К i! Cl, SCL, WO4

ЭЦВМ. Методика разработана на примере экспериментально исследован­
ной нами четверной взаимной системы из 6 солей Li, КЦ-С1. SO4, M Os с 
двумя комплексными соединениями Li2WO4 • K2WO4(Di) и Li2SO4 • K2SO4 (D2) 
(4) (рис. 1). С целью триангуляции диаграмму Шлегеля этой системы (5)’ 
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рассматриваем как граф L (X, U), где X — множество вершин данного гра­
фа, U — множество его ребер (рис. 2).

Запишем его матрицу смежности (3)
1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 0 0 1 1 1 1
2 1 1 0 1 1 1 1 0

В — 3 0 0 1 1 1 1 0 0
п 4 0 1 1 1 1 1 0 0

5 1 1 1 1 1 1 0 0
6 1 1 1 1 1 1 1
7 1 1 0 0 0 1 1 1
8 1 0 0 0 0 j 1 1

(1)

Рис. 2. Проекция призмы — со­
става Li, К II Cl, SO4, WO4

На входах сверху и слева матрицы имеем номера вершин графа 
L(X, U) (рис. 2). Элементы матрицы/?, равные 1, соответствуют паре 
смежных вершин (соединенных ребром, диагональю или секущей). Эле­

менты, равные нулю, соответствуют паре не­
смежных вершин. При этом каждая вершина 
графа считается смежной сама с собой (см. 
диагональные элементы матрицы /?). Иско­
мым максимальным полным подграфом * гра­
фа Л(Х, U) отвечают подматрицы матрицы R, 
элементами которых являются только 1. Та­
ким образом, предлагаемую задачу можно 
сформулировать по-другому: из матрицы 
смежности R графа ЦХ, U) требуется выде­
лить подматрицы У, Z, элементами которых 
являются только 1.

* Максимальные полные подграфы GM графа L(X, U) соответствуют симплексам 
триангуляции полиэдра (*).

Матрицы У, Z получаем из матрицы R пу­
тем разложения последней. Разложение мат­
рицы R осуществляем за некоторое количест­
во шагов одинаковых действий. Условимся 

раскладываемую матрицу обозначать через X. При каждом шаге разложе­
ния из одной матрицы X получаем две У и Z.

Строку и столбец с наименьшим номером матрицы X, которые содержат 
хотя бы по одному элементу, равному 0, будем называть строкой и столб­
цом перехода. Если исключить из матрицы X строку и столбец перехода, 
то получим матрицу У.

В нашем примере при разложении матрицы X = R (1) строкой и столб­
цом перехода будут строка № 1 и столбец № 1. Исключим их, получим 
матрицу У,.

2 3 4 5 6 7 8 1 2 5 6 7 8

2 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
3 0 1 1 1 1 0 0 7 2 1 1 1 1 1 0
4 1 1 1 1 1 0 0 5 1 1 1 1 0 0
5 1 1 1 1 1 0 0 6 1 1 1 1 1 1
6 1 1 1 1 1 1 1 7 1 1 0 1 1 1
7 1 0 0 0 1 1 1 8 1 0 0 1 1 1
8 0 0 0 0 1 1 1

Далее, в строке перехода матрицы X фиксируем номера / элементов, 
равных 0. Если из матрицы X исключить строки и столбцы с номерами /, 
то получим матрицу Z. В примере, в строке № 1 (строке перехода) матри­
цы X = Н имеются два элемента, равные 0, третий и четвертый; / = 3, 4. 
Исключим из матрицы X = R строки и столбцы с номерами 3 и 4, получим 
матрицу Zi.
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Каждую из полученных матриц У и Z раскладываем таким же образом, 
как матрицу X. Критерием окончания разложения является получение 
матрицы, в которой нет строки и столбца перехода, т. е. все элементы такой 
матрицы будут 1. Матрицы X, У, Z будем записывать в виде множества 
номеров их строк {пг,}. Если строка с номером i исключается, то вместо ее 
номера записываем нуль. В такой форме записи матрицы X = R, У, Z при­
мера выглядят следующим образом:

X = R = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
У1 = {0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, (2)
Zx {1. 2, 0, 0, 5, 6, 7, 8}.

При нахождении строки перехода очередной матрицы X пулевые эле­
менты отыскиваются простым перебором элементов соответствующих строк 
матрицы R, записанной в форме (1). При переборе пропускаются те эле­
менты строки матрицы R, номера которых совпадают с номерами отсутст­
вующих строк и столбцов рассматриваемой матрицы X и которые в записи 
(2) заменены нулями.

\к=[Ц,3,ч,8Ш]\ 

\УгУМВ,5&7,8} I

\ -------Z—
\^7а,0ЛЛЛ7,8}\ \1ч=УД0,0ЛЛ,0Л]\

\г5=ШЛ5Лло7\

ЕН

Рис. 3. Разложение матрицы смежности R

Например, при отыскании строки перехода матрицы X = Z, перебира­
ются элементы первой строки матрицы R и при этом пропускаются третий 
и четвертый элементы. В результате получаем, что в первой строке матри­
цы X = Z, нулевые элементы отсутствуют и опа не может быть строкой 
перехода. Строкой и столбцом перехода матрицы X = Zi будет строка № 2 
и столбец № 2, так как в них, судя по матрице R, восьмой элемент равен 0; 
третий нулевой элемент пропущен, потому что в матрице Z, нет строки и 
столбца с № 3.

На рис. 3 дано разложение графа L(X. U). В результате разложения 
матрицы R получилось 11 подматриц У3, Z3, У4, Z4, Ze, У-, Z7, Z8, Z9. 
У10, Zlo четвертого и третьего порядковое имеющих строк перехода. Выбе­
рем из них подматрицы большего порядка (содержащие наибольшее число
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строк и столбцов)
Y3 = {1, 2, 0, o, o, 6, 7, 0},
z3 = {1, 2, 0, o, -5, 6, 0, 0},
Y^= Ц, o, o, 0, 0, 6, 7 8},
ze == {0, 2, л 4, 5, 6, o, 0},
zs-= {0, 0, 3, 4, 5, 6, o, 0}.

Эти матрицы определяют максимальные полные подграфы и, следова­
тельно, симплексы разбиения. Номера строк, входящие в найденные мат­
рицы, являются номерами вершин симплексов — тетраэдров рассматривае­
мого полиэдра составов. Получили следующие тетраэдры:

I 1—2—6—7 -D2 — (KC1)2—K2SO4
II 1—2—5—G D’„ — Di — Li2WO4-(KCl)2

III 1_6—7-8 Di - (KCl)3-K2SO4-K3WO4
IV 2—4—5—6 D> - Li2SO4-LiiWOi-(KC1)3
V 3—4—5—6 (LiCl)2-Li.SO4-Li2WOJ-(KCl)2

Таким образом, трехмерная призма состава Li, К||С1, S04, WO4 с двумя 
комплексными соединениями, отображенными на ее ребрах, триангулиру­
ется четырьмя секущими треугольниками на пять стабильных ячеек — тет­
раэдров, взаимосвязанных в сингулярной звезде с центром в вершине, отве­
чающей наиболее стабильной соли (КС1)2.

Из четырех тетраэдрирующих сечений лишь одно Li2WO4-K2WO4 — 
Li2SO4-K2SO4—(КС1)2 явно стабильное с эвтектической точкой 480°, 

Таблица 1 

Тетра­
эдр Характер точен

Состав, мол. %
Равновесные фазы

Li‘ К’ G1' S04" WO4"

I E — четверная эвг. 42 58 10 32 58 Dj, £>,, K,SO4, (КС1)>
D., D>, LEVVOj—K,SO4li P — четверная иерех. 73 27 18 43 39

III Е — четверная авт. 27 73 к; 12 72 Di, (KCl)-2, K.>SOj, K3WO4
D2, Li,SOj. Li-3WO;,(KC1)2IV Е — четверная эвт. 80 20 20 64 16

V £ —■ четверная эвт. ьс 36 78 18 4 (LiCl),, Li>SO4, Li,W04,
(KC1)2

остальные три условно стабильные. Каждый из стабильных тетраэдров 
имеет по одной четверной эвтектической точке (один тетраэдр II — пере­
ходную четверную точку). Составы их приведены в табл. 1.

При решении технологических задач из общего числа симплексов, по­
лучаемых из триангуляций с помощью ЭЦВМ в течение нескольких се­
кунд, можно выбрать симплекс, интересующий по температурам плавле­
ния и составам солей, отражаемых его вершинами. В дальнейшем данный 
симплекс можно подробно изучить современными методами физико-хими­
ческого анализа, в частности быстро определить местоположение эвтекти­
ки (6), зафиксировать ее температуру плавления термографически и состав 
методом зонной плавки, прогнозируя характер диаграммы состояния.

Ясно, что при прогнозах и серийных исследованиях многокомпонент­
ных систем, при триангуляции их диаграмм-состава применение ЭЦВМ на 
основе разработанного алгоритма сыграет положительную роль при разви­
тии экспресс-методов.

Всесоюзный заочный Поступило
политехнический институт 15 V 1972
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