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Задачи оптимального синтеза операций наблюдения и прогнозирова­
ния (*) рассматриваются путем привлечения методов и конструкций, раз­
витых в теории дифференциальных игр (2,3).

1. Позиционное наблюдение. На промежутке [tB, й] рассмат­
ривается re-векторная система

dx! dt = A (t)x + B(t)v (1)

•с неизвестной r-векторной функцией v(t) и соответствующий наблюдае­
мый m-векторный сигнал y(t) = G(t)x(t). Заданы параметры уравнений — 
непрерывные функции A (t), B(t), G(t) и ограничение: v(t) при поч­
ти всех t^ [io, "О’] на значения функций n(t) (Р — выпуклый уравнове­
шенный компакт в RT). Для каждого te [i0, б] известна реализация на­
блюдаемого сигнала, функция z/(i + g) =р<(-), t0 — t =С g «£ 0. По текущей 
информации требуется для каждого i так выбрать вектор w(, чтобы най- 

о
денная в силу операции t,(t) wi+ly (t + £) dt, величина g(f>) наилуч-

t„-t
шим образом оценивала бы величину с'х(11) (с — заданный вектор, штрих 
означает транспонирование).

Формировать wt будем по yt (•), а также по всем реализованным ранее 
величинам {«\}, те [i0, i), т. е. в виде функционала w(i, •) = zz;(i, тр( •)) 
от текущей позиции {i, щ(-)}, где гр( •) = ц (i + I) = {yt( •), 
g<=[i0 — t, 0)}. Функции iv[t]=wt, реализующие wt = w(t, ■), должны 
по условию удовлетворять при почти всех ie [io, б] включению zp[i] е Q, 
где — выпуклый компакт в Rm.

Дополнительно потребуем, чтобы выполнялось условие несмещенности

(с'х^) -g(fl)) |в=о = О. (2)
За показатель качества наблюдения примем величину •), v) |,

x(z^(i, •), v) = с'х('&) — t("&), имея целью оптимизировать критерий
е° = min sup| •), 0| (3)

w’(f, ■) l'(f)

v = l

8'

в заданном классе стратегий {w(i, •)} при упомянутом ограничении на 
f(i). Далее приведены формализованные постановка и решение этой 
задачи. Предполагается, что при n(i) = 0 система (1) вполне наблюдаема 
(*, 4), по z/(i).

Таким образом, операция наблюдения по ходу времени должна пере­
страиваться в соответствии с поступающей информацией. Следовательно, 
предлагаемая задача относится к изложенным в (*, 5) точно так же, как 
дифференциальцо-игровые позиционные задачи управления относятся 
к игровым задачам программного управления.

2. Вспомогательные построения. Пусть на [i0, i), i < О’, из­
вестны реализация у* (•) = y*(t + g) = G(t + ^)x(t + g),
и функция w'(-) = ip*(t + g), t0 — i C g < 0, содержащаяся при почти всех 
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£ во множестве Q, т. е., иными словами, позиция {t, тц(■)}; цД-) = 
== {!/<’(•)> “’«*(•)}•

Обозначим

F(t, w* (•)) = F(t, ■ ) =

= {w (т) : w (г) е Q, re=[i0, fl]; w (t + £) = w' (t + |), [f0 — t, 0)},
О

Fx == [w (r): w (x) G (т) X (t, ft) dx = c'|,

t
Ц1) = ^w* (x)y* (x)dx; dX (t, $)/dx = 4(т) X (r, fl), X(fl, fl)=F 

to

(E — единичная (n X п)-матрица), /(•) = {/(т), tQ < т =£ fl},

f(t,-) = {/a + o), OCosSfl-O, vt(.) = {v(t + &: £e[A-f,0)},

■ W,2/„‘(-)) = W, ’) = {!/(') =У(« + 1)^У*(« + 1), [io-^,0)},
^>(i, •) = {y(i, •): v(t + a) e P, oe [0, fl — *]};

^(•) = M): p(t + g) eP, [to~t,Q)},
•) = {w(t, ■): w(t + o) e<2, oe [0, fl - £]},

S6 (t, •) = ^(i, T]i( •)) ={.r: Syf(.) e ^( •) такое, что при t0 < t t
t

у* (t) == G (т) X (t, t) x — J G (£) X (t, s) В (s) v (s) ds\ .

Заметим, что Ft есть множество функций, удовлетворяющих условию 
(2). Сосчитав % = (c'Jfl) — JA) / £, щ(-)), получим % = %(«;(£, ■), 
v(t, ■), у(-), x(t)), где //(•) е JJZ, ■), w(t, •) е £(t, ■), x(t) ^%{t, •), 
n(i, •) •) Л^»(i, !/(•)), ^(f, y{-)) = {n(i, •): • ). такой,

что y(x) = G(x)(X(x,t)x(t) + ^X(x,s)B(s)v(s)ds), те[/,А]}.
I

Определение 1.Областью достижимости из позиции 
{£, щ( •)} з а в р е м я fl — t для функции г/(•) е V (С ‘) будем называть 
множество G(t, у(-), щ(-)) = G(t, у(-), •), состоящее из чисел, удовлет­
воряющих условию: y^G(t, у(-), •) тогда и только тогда, когда сущест­
вует функция w(t, - )^Q(t, ■) такая, что у =%(w(t, •), у(-)) = 
= max%(zz?(i, •), v(t, •), z/( •), *(*)) ™ всем v(t, ■) <= &>(t, ■) П 0>(t, z/(-)), 
x(t) е 35 (t, ■) .

Области G(t, у( •), тр( •)) выпуклые. Обозначим d(t, тр( ■))= d (t, •) = 
= шах r(G(t, у(-), •), 0) по всем у (■) е ^/ (£, -). Здесь r(G, 0) — эвклидо­
во расстояние от множества G до начала координат.

Лемма 1. Справедлива формула d(t, •) = max (d0, 0), где d0 = 
= sup {—i|7t(a, I, v(t, •), тр(-))} no всем a: |a| =1, v(t, •) <= ^(f, •), 

a,t>(<,.),Z
Ze7?„.

Здесь

ifc(a, I, v(t, • ), ц((.)) = | J pq[G(J + %)xt(t + g)]dg_<p(7/;(.), as(0) —
1 0

— (fl) + s' (0 (0 + «С («)} >
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i T t
ц>(у*(-)’ s) = max inf К V (a)G (°)X (G> T)B (T)v (T) dadx + \l (ст) y* (a) do] r 

”(') i(a) ЧП r. J

no всем Z(cr): L(s) = {l(o): ^l(o)G(o)X(o, t)do = s}, vt( •) e= ^Д •), 

p0[Z] — опорная функция компакта Q (величина <р(г/(’(-), s) достигается на 
экстремальных элементах {щ°( •) е ^Д •), гщ‘( •)}), x„(t + Q — решение 
(1) при х,(&) =1, v — v(t, •); s(t) — решение сопряженного уравне­
ния (*, е)

s(r) = -4'(r)s(r) + G'(x)uF(x), s(Z0) =0, x^[t0,t). (4)
Обозначим экстремальные элементы — фДа, I, v(t, •), тр( ■)) как 

a°(t, щ(-)), Z°(i, тр( •)), •) /Далее предполагаем, что они
единственны для каждой из позиций {t, гр( •)}.

Лемма 2. Пусть дана позиция {t, тр (•)}.
Тогда функция w° е F(t, •) Г) Ft, доставляющая наряду с p°(Z, •) е 

е^((, ■) величину d(t, •), удовлетворяет принципу максимума

w° (Z + ст) x°t (Z Д- ст) «= max w (t Д- о) х* (Z Д- ст), (5)
га

w(t + o)^Q, 0 'С ст й — Z, ,

где x,°(t + o) —решение системы (1), построенное по #*($) = Z°(Z, тр( •)) 
y(Z, •) = (n°(Z, ■) /Z, щ(-)).

Заметим, что ниже используется не функция w* (•), но зависящие от 
нее величины s(Z), £(Z).

3. Оптимальная стратегия позиционного наблюде­
ния. Сформулируем задачу позиционного наблюдения как дифферен­
циальную игру, считая позицией величину {Z, рД-)}, РД-) = {уТ (•), s(Z), 
Ш-

Определение 2. Допустимой стратегией наблюдения 
будем называть многозначный функционал Ж’Д, РД •)) = >°(Z, •) со зна­
чениями в выпуклом компакте, содержащемся в Q, полунепрерывный 
сверху (в m-векторном пространстве C(m)[Z0, Z + AZ]) по включению по 
позиции {Z, РД •)} при AZ Э= 0.

Соответствующие позиции {Z, РД-)} реализуются в силу дифферен­
циальных включений (контингенций):

s(t) =—A'(t)s(t) + G'(t)w[t], s(t0) =0, (6)

t(Z) = w/[Z]y(Z), £(Z0) = 0, u?[Z] <= }T(Z, •). (7)

Пусть % (Ж2 (Z, •), н) =£({!■)—сОДФ) в силу систем (1), (6), (7) е‘ = 
= cZ(G(Zo, •), 0).

Задача 1 (позиционного наблюдения). Пусть для каждого Ze [Z3, О] 
известна текущая позиция {Z, РД •)} = {Z, у* (■), s(t), £(Z)}, характеризую­
щая доступную измерению информацию. Среди допустимых стратегий 
наблюдения требуется выбрать оптимальную >”(Z, ■), удовлетворяющую 
соотношению

1x0, •), v) | С minsupinf |xQF(Z, •), v(-)) | = е° (8)
W. •) t’(-) ZW

при дополнительном условии несмещенности, означающем, что любая из 
реализаций w[l] •) должна принадлежать F,.

При указанных выше условиях абсолютно непрерывное решение си­
стемы (6), (7) существует, но, вообще говоря, не однозначно.

Определение 3. Стратегию ЖДД, ■) будем называть экстре­
мальной, если для позиции {Z, РД-)}, удовлетворяющей условию 

529



d(t, •) >0 имеем JTJi, •) = {wj, где {znj — множество решений зада­
чи (5), составленной для этой позиции, и если при d(ti, •) =0 имеем 
Ж «,-)=<?.

Теорема 1. Экстремальная стратегия •) допустима и является
оптимальной стратегией позиционного наблюдения, т. е. •) =
= Ж°(£, •). Справедливо равенство е° = е*.

4. Свойство дуальности. Даны re-мерная система
dp/dt = C(t)p + D(t)u[t], u[t] ■), (9)

первого игрока и n-мерная система
dq/ dt = F(t)q + H(t)v(t) ( (10)

второго игрока. Первый игрок располагает в каждый момент t [i0, й] 
полной информацией о векторе p(t) и косвенной о векторе q(t). Именно, 
известен не и-вектор q(t), но m-векторная функция rt(-) = r(£ + £) = 
= N(t + £,) q (t + t,), in —Известно также, что при почти всех 
t е [i0, О], p(i) е Р,, где Rr — заданный компакт. Система (9), (10) 
управляется по принципу обратной связи, по текущей позиции {t, (■)} =
= {t, p(t), p(i)}, причем

p,(i) = r(i)u[i], p(i0) =0, u[t] ■). (11)

Управления выбираются в классе допустимых стратегий первого игро­
ка — многозначных функционалов ■) = °U(t, р?( •)) со значениями
в выпуклом компакте, содержащемся в Qi <= Rm, полунепрерывных сверху 
по включению по позиции {£, ₽<*(•)}, Ai 0. Пусть %‘('?/(i, •), к(-)) = 
= (ц(й') -c'g(fl’) /в силу (9) — (11).

Задача 2 (дифференциальная игра сближения управляемых систем 
при неполной информации о координатах). Среди допустимых стратегий 
°U(t, ■) первого игрока найти оптимальную <2/°(1, •), доставляющую 
условие

| %* (Т (i, •), v (•)) | min sup inf | х* (W, •),*>(•))! = «° 
■2Щ, ■) »(•) н»)

и переводящую фазовый вектор p(i) из состояния p(t0) = 0 в состояние 
р(О) =с.

Теорема 2 (свойство дуальности). Пусть C(t)=A(t), F(i) s 
= —A'(t), H(t) N(t) = G(t) = D'(t), Pi = P,Qi = Q.

Тогда оптимальная стратегия ^(t, •) задачи 1 совпадает с оптималь­
ной стратегией •) задачи 2, т. е. ■) = <2/° (7, •), и е° = х°. Функ­
ция реализующая в паре с TP"(7, •) величину е°, есть как раз управ­
ление системы (10), реализующее в паре с CZZ°(7, •) величину у°.
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