
Доклады Академии наук СССР
1972. Том 207, № 3

УДК 513.88 МАТЕМАТИКА

Ю. Э. ЛИНКЕ

ОБ ОПОРНЫХ МНОЖЕСТВАХ СУБЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 12 IV 1972)

В статье рассматриваются сублинейные операторы, т. е. субаддитивные, 
положительно однородные, ограниченные отображения, действующие из 
банахова пространства X в ХВ-линеал C(Q) непрерывных функций на 
компакте Q. Линейный (ограниченный) оператор А: Х-^-С(Q) называет­
ся опорным к сублинейному оператору Р, если Ах Рх для всех х X. 
Множество £2Р всех опорных к сублинейному оператору Р называется 
опорным множеством. В работе дается описание опорных множеств, в част­
ности, показывается, что для сепарабельных X множества QP всегда не 
пусты.

Следует отметить, что сублинейные операторы, действующие в ^-про­
странство, введены и изучались Л. В. Канторовичем в связи с теоремой 
Хана — Банаха (*).  В последнее время они рассматривались в различных 
вопросах выпуклого анализа (2,3). Интересные применения сублинейных 
(надлинейных) операторов даны в (4). Эти операторы находят применение 
также при изучении моделей экономической динамики (5).

1. Пусть Р — сублинейный оператор. Свяжем с ним семейство субли­
нейных функционалов pt, t^Q, такое, что pf(^) = (Рх)(1). Обозначим 
через S3 (Xх) совокупность всех не пустых, выпуклых, замкнутых в тополо­
гии о (Xх, X), ограниченных множеств пространства Xх. Тогда каждый 
сублинейный оператор Р порождает (многозначное в Xх) отображение ФР: 
Q -> S3 (Xх), при котором каждому t е Q сопоставляется опорное множест­
во сублинейного функционала р(.

Отождествляя линейный оператор А: X -> С (Q) с непрерывным в топо­
логии ст (Xх, X) отображением q>: Q->- X', определяемым при каждом t eQ 
соотношением (см. (6), стр. 528) (Ах) (t) — <р (i) (х), х^Х, легко пока­
зать, что линейный оператор А опорен к сублинейному оператору Р тогда 
и только тогда, когда соответствующая ему непрерывная функция <р явля­
ется селектором отображения ФР, т. е. <р(3) е ФР(1).

2. В этом пункте приводится теорема об общем виде сублинейных опе­
раторов и, в частности, устанавливаются топологические свойства отобра­
жений Фр. Так как Xх рассматривается в двух топологиях, то условимся, 
говорить «слабо», если имеется в виду топология ст(Xх, X), и «сильно», если 
топология в Xх определяется нормой. Под слабой (сильной) топологией 
Хаусдорфа в S3 (Xх) понимается топология, в которой окрестности любой 
точки А е S3 (Xх) образуют множества вида

UA = {В eS3(Xx): ЛсВфС/; В <=А + С/},

где U — слабая (сильная) окрестность нуля в Xх.
Теорема 1. Пусть Q— компакт, Р — сублинейный оператор, отобра­

жающий банахово пространство X в C(Q).
Тогда существует такое непрерывное в слабой топологии Хаусдорфа 

отображение Ф :(?->- S3 (Xх), что
(Px)(t) — sup lx, (1)

г<=ф(О
IIPII = sup sup II11|. (2)
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Обратно, если задано такое отображение Ф, то оператор Р, определяе­
мый равенством (1), есть сублинейный оператор, отображающий X в С (Q). 
При этом оператор Р компактен в том и только том случае, если Ф непре­
рывно в сильной топологии Хаусдорфа.

Замечание. Теорема 1 остается справедливой, если компакт Q заме­
нить произвольным топологическим пространством, а С (Q) — пространст­
вом ВС (Q) ограниченных непрерывных функций.

3. Из теоремы 1 и теоремы Майкла о непрерывных селекторах полуне­
прерывных снизу отображений * (7) и ее обобщений (8,9) получаем

* Многозначное отображение Ф топологического пространства Q в топологиче- 
пространство У называется полунепрерывным снизу, если для любого откры­

того множества U в У множество (t е Q: р} открыто (’)• Отметим, что
от- гжезип Ф: S3 (X') понятие слабой полупепрерывности снизу совпадает
: о :-ГГ-е::<ерывностыо снизу в слабой топологии Хаусдорфа.

Предложение 1. Пусть X — сепарабельное банахово пространство. 
Опорное множество QP сублинейного оператора Р не пусто и справедлива 
формула

Рх = sup Ах, (3)
АеЦр

где супремум берется в C(Q).
Предложение 2. Множество КР компактных опорных операторов 

к компактному сублинейному оператору Р не пусто и имеет место (3) (при

4. Перейдем к внутреннему описанию опорных множеств. Введем неко­
торые определения, необходимые для формулировки результата об опор­
ных множествах. Множество Л линейных операторов называется о п о р- 
н ы м, если существует сублинейный оператор Р такой, что Q = QP. Множе­
ство Q компактных линейных операторов называется компактно о и о р- 
н ы м, если Q состоит из всех компактных опорных операторов некоторого 
компактного сублинейного оператора. Отметим, что компактно опорное 
множество, вообще говоря, не является опорным. Множество Q линейных 
операторов A: X-^-C(Q) называется операторно выпуклым, если 
для любых А,, Л-, е Q и любого оператора В. действующего в C(Q) и удов­
летворяющего условию 0 В 1, где 0 и 1 — соответственно нулевой и 
тождественный операторы в C(Q), множество Q содержит оператор 
ВЛ, 4- (1—В)Аг. Будем говорить, что сеть операторов Аа: X-^-C(Q) 
диагонально сходится к оператору А: Х-+С (Q), если для 
каждого £о е найдутся сеть tpto и подсеть Аа, сети Аа такие, что 
(Аа,х) (ts) (как произведение сетей) при любом х Xсходится к (Ах) (to). 
Множество линейных операторов Q полунепрерывно сверху, если 
для каждой сети ta ->•10, ta, t0 е Q, из того, что для любого х е X сеть 
G4az) (ta) сходится к 10х, где Аа е Q, la е X'. следует существование опера­
тора .4 е Q такого, что (Ах) (t0) = lox, х е X.

Теорема 2. Пусть X—сепарабельное банахово пространство. Не­
пустое множество Q линейных операторов А: X С (Q) является опорным 
тогда и только тогда, когда оно операторно выпукло, полунепрерывно свер­
ху, диагонально замкнуто и ограничено.

Замечание. Простые примеры показывают, что приведенные в тео­
реме условия независимы.

Теорема 3. Непустое множество Q компактных линейных операторов 
A: X-^-C(Q) (ср: Q-+X') является компактно опорным тогда и только 
тогда, когда оно операторно выпукло, полунепрерывно сверху, диагонально 
замкнуто (в пространстве компактных операторов), ограничено и для каж­
дого to е Q справедливы соотношения

lim sup inf || ф! (t) — <р2 (t0) I) = 0, (4>

lim sup inf || фг (t) — q>2 (t0) || = 0. (5)
*?о Фг^Й ФгСЕй



Замечание 1. Приведенные в теореме условия можно ослабить. При 
выполнении соотношений (4), (5) полунепрерывность сверху множества Q 
обеспечивается выполнением следующего условия. Если при некотором 
t Q сеть фа(£), где фа е й, слабо сходится к какому-то I е X', то сущест­
вует Q такое, что cp(t) = I.

Замечание 2. При выполнении соотношений (4), (5) диагональная 
замкнутость (в пространстве компактных операторов) множества Q обес­
печивается замкнутостью относительно сходимости в следующем смысле: 
сеть операторов Аа: X^-C(Q) (фа: Q ->• X') сходится к оператору А: 
X->-C(Q) (ф: Q-+X'), если для каждого t0 е Q найдутся сеть и
подсеть фа' сети фа такие, что фО’(^) (как произведение сетей) сильно схо­
дится к ф(Л)).

В заключение отметим, что поскольку каждый А7?-линеал ограничен­
ных элементов по теореме Крейнов — Какутани может быть реализован 
в виде пространства непрерывных функций на некотором компакте, то для 
сублинейных операторов, действующих в А7?-линеалы ограниченных эле­
ментов, остаются справедливыми предложения 1 и 2. Для этого случая 
можно получить также описание опорных множеств.
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