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1. В настоящей заметке описываются и изучаются диссипативные крае­
вые задачи на конечном интервале [а, 6] для некоторого класса формаль­
но самосопряженных дифференциальных уравнений 1[у] = Ту в гильбер­
товом пространстве И. Ввиду того, что коэффициентами уравнения могут 
быть неограниченные операторы, полученные результаты дают возмож­
ность найти общий вид диссипативных граничных задач для некоторого 
класса уравнений с частными производными (например, для уравнения 
Лапласа).

Для систем обыкновенных дифференциальных уравнений (случай ко­
нечномерного Н) диссипативные граничные задачи изучались в ('). Опи­
сание всех самосопряженных граничных задач для уравнений рассматри­
ваемого типа (ясно, что они образуют подкласс диссипативных граничных 
задач) было получено в (2~5).

2. Пусть II — гильбертово пространство со скалярным произведением 
(•, •), а Мв — произвольное множество в Н ф II. Говорят, что упорядо­
ченная пара элементов х, х' из II находится в бинарном отношении 0 = 0 м 
и пишут х 0 х', если {х, х'} е Ме.

Определение. Бинарное отношение 0 называется максималь­
но диссипативным (максимально аккумулятивным), 
если: 1) множество Мв линейно; 2) если х 0 х', то Im (ж7, х) + 0 
(1п)(+, х) + 0); 3) если для отношений 0 и 01 выполнены условия 1) и 
2) и 0] гэ 0, т. е. из х в х' следует, что х 0, х', то 91 == 0. В том случае, 
когда Im (х, х') = 0 для x.Q х', максимально диссипативное (аккумулятив­
ное) отношение 0 будем называть максимально с и м м е т р и ч е- 
с к и м.

Если в II Ф II ввести индефинитное скалярное произведение [X, У] = 
= (IX, У)Я@Й(Х = {х, х'}, Y = {у, у'}), где 1= (Е — тожде­
ственный оператор), то максимальная диссипативность, аккумулятив- 
ность, симметричность отношения 0 означает, что Мв является соответ­
ственно максимальным неотрицательным, максимальным неположительным 
и максимальным нейтральным подпространством в Н Ф Н (см., напри­
мер, (6)).

Если для симметрического отношения 0 соответствующее ему нейтраль­
ное подпространство Мв является одновременно максимальным неполо­
жительным и максимальным неотрицательным, от отношение 0_v назы­
вается эрмитовы м.

Теорема 1. Каково бы ни было сжатие К (определенный на всем 
II линейный оператор с ||А|| + 1), уравнения

(К-Е)х' + г(Х + Е)х = 0, (1)
(К — Е)х'— i(K + E)x = 0 (2)

определяют соответственно максимально диссипативное и максимально 
аккумулятивное бинарные отношения в II.
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Обратно, всякое максимально диссипативное {аккумулятивное} отноше­
ние в II представимо в виде (1) ((2)), где сжатие К определяется отноше­
нием однозначно. Максимально диссипативное {аккумулятивное} отноше­
ние является максимально симметрическим тогда и только тогда, когда в 
представлении (1) ((2)) оператор К изометрический', оно является эрми­
товым тогда и только тогда, когда К унитарен.

Заметим, что эрмитовые бинарные отношения были введены и описаны 
уравнением вида (1) в ( ’).

3. Пусть !q = L2{H, {а, Ь)) —гильбертово пространство всктор-функ- 
ций со значениями в Н и со скалярным произведением

ъ
<АЭ у) = (г {t), у {t}) dt.

<1

Рассмотрим в .£> дифференциальное выражение

Пу] = _У" + АУ, (3)

где А — самосопряженный полуограниченный снизу оператор в II (можно 
считать А Е}. Построим по оператору А шкалу гильбертовых прост­
ранств НД—1 т 1) (4). Оператор А изометрически действует из IE 
в Н. Тогда сопряженный к нему оператор А, действующий из Я в II—i, 
является расширением оператора А. Обозначим Г[у] = —у" + Ау.

m
На множестве Do' элементов вида у {1} = 2 Ф* (0 Е е Я (Л),

<рл(£) ^W2z(a, Ъ) определим симметрический оператор Lo': La'y = l[y], 
у е DJ. Обозначим La замыкание в $ оператора Lo'. Расширение L опера­
тора Lo в $ называется диссипативным (аккумулятивным) (см. (7)), если 
1т<Гу, у) О‘(Тт<Лу, у> sg: 0) для всех у D{E}. Диссипативное (ак­
кумулятивное) расширение L называется максимальным, если оно пе име­
ет в собственных диссипативных (аккумулятивных) расширений.

Сопоставим каждой вектор-функции y{t} <=D{La*} пару векторов

У = {Л-'щ(а), — A~Ey{b}},
(4) 

Y' = {А'Еу'(а)+А^у(а}], А^уДЬ) -А^у(Ь)]}.

Как показано в (*), У и Y' е Н ф II. Имеет место
Теорема 2. Каково бы ни было сжатие К в Н Ф II, краевые усло­

вия
(K-E)Y' + i{K + E)Y = 0, (5)

(K-E}Y'-i{K + E}Y = 0 (6)

определяют в Jq соответственно максимальное диссипативное и максималь­
ное аккумулятивное расширения оператора Lo.

Обратно, всякое максимальное диссипативное {аккумулятивное} рас­
ширение оператора Lo порождается в $ операцией l[y] и краевым усло­
вием вида (5) ((6)). Максимальные симметрические расширения Lo в $ 
описываются условиями (5) и (6), в которых К — изометрический опера­
тор. Эти условия задают самосопряженное расширение тогда и только 
тогда, когда К унитарен.

4. Обозначим через В.ДЕК} резольвенту максимального диссипативного 
(аккумулятивного) расширения LK оператора Lo, соответствующего гра­
ничному условию (5) ((6)).

Теорема 3. Предположим, что в выражении (3) оператор А имеет 
дискретный спектр. Для того чтобы IL{EK) (Im Л <0в случае диссипа­
тивного LK u Im л > 0 в случае аккумулятивного ЕД была вполне непре­
рывным оператором в пространстве $, необходимо и достаточно, чтобы

1030



оператор К — Е был вполне непрерывным в Н ® Н. Если, кроме того, 
^(-2Р-1)/(2Р) в jp, gge р 1,—идеалы Неймана — Шэттена (см.
(8)), то для того чтобы FE(LK) е Sp в Jp, необходимо и достаточно, чтобы 
К-Е <= ®р в II® II.

Как показано в (4), вектор-функция y(t) e=.D(L,*) непрерывна в про­
странстве Пу, внутри интервала (а, Ь), а на замкнутом интервале [а, Ь] 
она непрерывна только в пространстве IIЕсли же y(Z)e_D(L0), то 
она непрерывна на [а, & ] в Ну,.

Назовем максимальное диссипативное расширение Lh оператора Ъа 
/-гладким, —’/4 < j 3/4, если всякая вектор-функция y(t) eP(L„) не­
прерывна на [a, fe] в пространстве Ну

Теорема 4. Для того чтобы максимальное диссипативное расшире­
ние LK оператора Ео было j-гладким, необходимо и достаточно, чтобы опе- 

„ . / А’ 0 \
ратор А44''-'' (К — Е) был непрерывным в Н ® Н, где А3 = I . I.

Если оператор А имеет дискретный спектр, то, как вытекает из тео­
рем 3 п 4, резольвента всякого /-гладкого максимального диссипативного 
(аккумулятивного) расширения LK является вполне непрерывным опера­
тором в Iq.

Назовем квадратичным функционалом для операции (3) выражение 
вида

ь
Я(у) = $ [|| У ’ (О ||2 + || А',гУ W ||21 dt.

Очевидно, что для любой вектор-функции y(t) f^D(L0) D(y) <' 00. 
Однако квадратичный функционал D(y) определен не для всех y(t) 1= 
eO(L0*). Если на y(t) он не определен, то будем полагать D(y) = 00.

Будем говорить, что Lk является максимальным диссипативным (акку­
мулятивным) расширением оператора Lo с конечным квадратичным функ­
ционалом, если D(y) <00 для любой вектор-функции y(t) ^D(LK). Если, 
кроме того, ДЕку, у) = D(y) для любой y(t) ^D(EK), то расширение Ек 
называется D-расширенпем (см. (”)).

Т е о р е м а 5. Для того чтобы максимальное диссипативное (аккумуля­
тивное) расширение LK оператора Lo было с конечным квадратичным 
функционалом, необходимо и достаточно, чтобы оно было ^Д-гладким. 
LK является D-расширением в том и только в том случае, когда

(К* - Е)А(К — Е) i(K* — Е) (К + Е) = 0.

Отметим, что для самосопряженных расширений оператора Lo теоремы 
2, 3, 4, 5 были получены в (4, 10, “).

5. Рассмотрим в $ дифференциальное выражение порядка ш = 2п вида

п
l[y] = S (— !)*{(.Pn-ky(k))w — i [(qn-ky^)^ + (qn-kyd‘~ir)(k)]} + pny, (7) 

k=i

где все операторные коэффициенты при каждом фиксированном tE [а, &] 
являются самосопряженными ограниченными операторами и непрерывно 
зависят от t со своими производными до порядка п — к включительно, при­
чем Po~l(t) существует и ограничен при t е [а, Ъ ]. Определим для выра­
жения (7) квазипропзводные у[,1] формулами

г/[Л = / == 0, 1, ..., п — 1; ум = р<>ум — iqoy{n °,

yln+k] = _ A y[n+k-i] _|_ Ркфп-к) i [qk-^-^P — q^n'k~P]^

к = 1, ..., п; qn = 0; Z[y] ss y[2nl.
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Пусть L — оператор, порожденный выражением 1{у\ на множестве D 
всех y(t) m — 1 абсолютно непрерывными производными таких, что
1[у] s и пусть Lt, — сужение L, определенное условиями

где yj-h} — ут(а), уьт = ут(Ь), к = 0, 1, ..., т — 1. Тогда Ло — сим­
метрический оператор и Lo* = L (см. (3)).

Обозначим Нт = Н® ...® Я. Каждой вектор-функции у (1) е D со-
т

поставим пару векторов У, У7 е Я ":

У { У а ’ У си „(П-1). ' „(’>-1)1У а > Уъ> Уь> ■ = • у Уь )•>

Г„Г2п-1) „Г2П-2] 
\У'л ; На ,

(8)

Пользуясь результатами работы (3), получим, что для выражения (7) 
все максимальные диссипативные (аккумулятивные) расширения опера­
тора Lo задаются граничными условиями (5) ((6)), в которых У и У7 
определяются формулами (8). Аналогичный результат имеет место также 
для дифференциального выражения нечетного порядка.

Заметим, что самосопряженные расширения как в четном, так и в не­
четном случае описаны в (3).

Используя результаты работы (5), таким же способом можно получить 
описание всех максимальных диссипативных (аккумулятивных) гранич­
ных задач для выражения 1[у] = (—1)Н/(2п) Ау, где А — самосопря­
женный полуограниченный снизу оператор в Н.
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