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Наиболее трудоемкой частью квантово-механического расчета молекул 
является вычисление молекулярных интегралов. Расчету одно- и двух­
электронных интегралов от слейтеровских функций посвящено большое 
количество работ (1_6), в которых в большинстве случаев задача решается 
с помощью приведения функций к общему центру. Возникающее при этом 
выражение для радиальной части не позволяет провести интегрирование 
в аналитической форме. В работах (7, 8) предложены методы аналитиче­
ского вычисления одноэлектронных, а также кулоновских и гибридных 
двухцентровых интегралов. В настоящей работе предложен аналитиче­
ский метод расчета всех возможных одно- и двухцентровых молекуляр­
ных интегралов по единому алгоритму.

Введем (‘) эллипсоидальную систему координат (§, ц, <р) с фокусами 
в точках расположения ядер а и Ъ и осью Z. проходящей в направлении 
от а к Ь. Пусть Да = 1 и А;, = —1, тогда слейтеровская функция может 
быть записана в форме

гГ„гт = ' exp (— dr) Р™ (cos0) exp (imcp) =

(—1)* (2Z — 2k — 1)!!
(2/r)!! (I — m — 2k)\

<(!—m)/2

X 3
/г=9

(^1 + A;)z m lk (g + т]Д{)п 1 exp (i/щр),

i = a, b, (1)
где p = У (c2 — 1) (1 — ц2). Функцию W легко представить в виде ряда по 
степеням g и ц

п—т~ 1 п—т—1
TnZm = 3^3 rfbP<T еХР (f/WCP) Р™ еХ₽ R (ё + ПА;)] • (2)

р=0 9=0

С помощью рекуррентных соотношений для полиномов Лежандра Р, 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях g и ц, легко полу­
чить следующие соотношения для Ь"^т-

7 n-rilm у rdm | a ijdm 
Opq — tfp-iq “Г

hnlm . a ,nlm
UP-1Q I

21 - 1
I (bnl-im

P-19-1 + Афnl-im 
pq

I— 1r~ (bnl-2m 
p-ia) A hnl~im

(Z - m) (b^-г + Аф”Й - (Си”* + Аф”'Т) =
__  > n/m+l hntm+1 ,nlm+l , 7 n/m+i , __ r
— Up-2q Up—2Q-2 upq ~Г Upq—2 > (3)

причем b = 6pg, b = 0 при p, q < 0; p, q > N, где 6Й — символ 
Кронекера, N — п — т — 1.
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Кроме того, эти коэффициенты удовлетворяют соотношениям
метрш!

I aim 1 nlm _ a l-^mi nlm
^pq — Vqp — ^N-qN-pi i = a, b.

СИМ-

(Э

Произведение функции, записанных в форме (2), можно привести 
к виду

(Т- С) = ехр(— — в;Щ) exp — тУ) ср] 2 lV'\lB^q,
Р, q=Q

(5)
Mij = ni +п} —nil—mj — 2, = 72/?(6; + 6j), 3ij= 1/2й(бгД; + 6Д,).

При этом коэффициенты В удовлетворяют соотношениям (3) и, кроме 
того, В =BjJQ. ® эллипсоидальных координатах нормирующий мно­
житель Л' для слейтеровской функции

N = Г (Дб)-|1+1 2Z + 1 (Z-аг)! р
L 2 (2ьг)! q—my.] •

Интеграл перекрывания с помощью выражения (5) можно записать 
в форме

<’Ц|ЧС> =

оо 1
= NiNfim.m. 2 jd^’exp (— Yi-jg) J йцр2тт]9ехр(— ₽JT|)(g2 — rf) B%q, (6)

P, Q=0 1 —1
где m = m, = m,.

Введем функцию
ь

В (p, m, I, n, a: a, b) = j dttv exp (— ей) (i2 — l)m ~D'i (t), (7)
a

где Din(l) —присоединенный полином Лежандра Pin(t) для 1 или
fPin(t) для i > 1 в зависимости от [а, В] (*). Исходя из соотношений для 
полиномов Лежандра, для функции В(р, т, I, п, а; а, Ь) легко получить 
рекуррентные формулы

В (р, т, I, п, а; а, Ь) = *_ )5 (р, т — 1, I ф-1, п — 1, а; а, Ь) —

— В (р, in — 1, I — 1, ге — 1, а; а, Ь)];
В (р, т, I, 0, а; а, Ь) = -С [(2Z — 1) В (р ф- 1, т, I — 1, 0, а; а, й) —

— С ~ 1)5(р, т, 1- - 2, 0, а; а, &)];

В (р, т, 0, 0, а; а, Ь) = 2 (~ В* (Л В (р ф- 2т - 2к, 0, 0, 0, а; a, by 
k=!) ' 1 '
В (р, 0, 0, 0, а, а, Ь) = (8)

— [а1’ exp (— аа) - - b‘J exp (— ba) ф- рВ (р — 1, 0, 0, 0, а; а, &)], а ф=0, 

,(bv+1 — аРт1)/(рф-1), а = 0.

Тогда интеграл (6) принимает вид

(Т? | ‘Г > = (- i^mpn^ilNj 2 В^ [В (р + 2, 2т, 0, 0, у»; 1, X
Р, Q=0

X B(q, 2т, 0, 0, ₽^; —1,1) —
— В (р, 2т, 0, 0, у;ф 1, *>) В (q ф- 2, 2т, 0, 0, |Зи-, — 1, 1)]. (9)
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Аналогично записываются интегралы притяжения к ядрам и кинети­
ческой энергии:

^> = (-1)тЦ^;^с 3 ^х
Р, <1=0

X [В(р + 1, 2т, О, О, уц- 1, *>)B(q, 2т, 0, 0, ₽i3; — 1,1) —
— ЛСВ (р, 2т, 0, 0, уц-, 1, эо)В(д + 1, 2т, 0, 0, Pi3, — 1, 1)];

ЧД>= (- 'УЧтт \А\. 2 < X
р, ?=о

X [В (р + 2, 2т, О, О, уц- 1, х>) В (q, 2т, О, О, — 1,1) — 
-В (р, 2т, О, О, yij; 1, ж) В (q + 2, 2т, О, О, (3;J; - 1, 1)] х

х {(1 — SpM.p (1 — SgM.p 2б3И_, — 6; — [rtj (llj — 1) — lj (lj + 1)] (1 — брМ.р >< 
x (i ^pMi3--i) a (io)

Используя разложение 1 / rl2 в эллипсоидальных коордипатах (4), ин­
тегрируя по ср и разделяя переменные g и ц, интеграл электрон-электрон- 
ного взаимодействия можно представить в форме

ос

<ab | cd} = (- l)m^ A ^nNbNcNd 2 (21 + 1) X
l=m *-v '

Mab 1Vcd 2 ( 2 .
/ V V R<ib Rcd Vf Vf /rab cd , .'.cd ab ,, . Us+M/2

A Xi Xi •DpQ-°p'g' Xj X1 l<-p+fe p'+s “Г '-■p'+s p+k) \ 1) a

P, 9=0 p’q’—O k~a s=0

X B(q + 2 — к, ma + тъ, I, m, ₽ab: — 1, 1) X
X В (q' + 2 — s, mc + md, I, m, Pcci; —1,1), (H)

где
oo

Cĉ d = j dl exp (-ya£) a2-l), VS («a+™b) X
1

X СГ (l)B(p', mc 4- md, I, m, yCt/; 1, ?)gp,

m = mb — ma = mc — md 0, Qim(%) — присоединенный полином Ле­
жандра второго рода (4). Введем функцию

оо

А (р, q, I, т, у) = J dtexp (— yt) tp (t2 — 1/' 2(C‘ (0- ,(12)
1

С помощью соотношений (8) выражение для Cpbp^d сводится к ко­
нечной сумме функций вида (12) от у = уаЬ п уаЬ + ycd. Для функций (12) 
можно использовать первые три рекуррентных соотношения (8); с их по­
мощью расчет Cpp-cd сводится к вычислению интегралов типа

с»

А (р, 0, 0, 0, у) = J dt exp (— yt) tvQa (t). (13)
1

В свою очередь (9),
СО
J dt exp (— yt) (t — i)k Co (t) = CS (A | 4 b 0) ’ (14)
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(15)

где G%1 (2у |fe, 1. о) — G-функция Мейера. Из (14) легко получить 

А (/.' + 1, о, о, о, у) - eg | < л 2 ь о) +

и
А (0, о, о, о, у) = oxp2(v-С (2у IJ;0) •

С помощью функциональных соотношений для G-функцип Мейера 
чаем рекуррентную формулу

= nGt|

полу-

«(* 11+<, 1. о) = "е“ (* I!. о) - £« (2т I ° -1. о) ■ 

Второй член в формуле (16) можно выразить через ТИ-функцию 
кера (10):

(2Y | L 1, о) = - !)! (2Y)n/2_1 ех₽ (Y) . 2(n-i) (2у),

(16)

Уитте-

(17)
а

ос
dt exp (— t) =

2y

exp (у)
”(2у)11'2

(~1)nEi (- 2у)
(” - 1)!

ехр (— 2у)
+ (2у)’г 2

А’=О

(~l)fe (2у)/г 
(л — 1)!

(п — к — 2)lj, (18)

где Ei(.r)—интегральная показательная функция. Из формул (17) и 
(18) получаем

+<»-«’]: <19> 

Ой (2у |- 2у exp (2у) Ei (- 2у). (20)

Наконец,
(2Y11’ 1, о) = ехр (y) lexP (— v) (ln 2Y + О — ехр (у) Ei (- 2у)], (21)

где С — постоянная Эйлера.
Таким образом, все одно- и двухэлектронпые интегралы от одно- и 

двухцентровых распределений от функций Слейтера можно рассчитывать 
аналитически по единому алгоритму. При расчете интегралов по предло­
женному алгоритму на ЭВМ БЭСМ-6 оказалось, что время счета сокра­
щается приблизительно в 100 раз по сравнению с методом, основанным 
на приведении слейтеровских функций к общему центру (*) и реализован­
ном на той же машине.

Авторы выражают благодарность проф. Н. Д. Соколову за полезное 
обсуждение работы и Р. Г. Костяновскому за содействие в выполнении 
работы.
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