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1. Некоторые аспекты проблемы прогнозирования функций (под на­
званием «идентификация функций в пределе» (limiting identification)) 
были изучены Э. М. Голдом (*, 2). Эти исследования были продолжены 
в работах (3,4) и др. В некотором смысле к этой задаче могут быть отне­
сены также и работы по расшифровке автоматов (см. (5)). Одним из 
авторов (е) была изучена задача прогнозирования поведения конечных ав­
томатов, когда об автоматах заранее не дано никакой информации. В на­
стоящей статье рассматривается задача прогнозирования общерекурсивных 
(о.р.) функций. Устанавливаются некоторые характеристики конечнопро­
гнозируемых классов о.р. функций и выводятся оценки числа ошибок, воз­
никающих в процессе прогнозирования.

2. Пусть U — некоторый класс одноместных о.р. функций. Каждая 
функция /(z) этого класса рассматривается как «черный ящик», на вход 
которого подается бесконечпая последовательность натуральных чисел 
(входная последовательность)

* Говоря о нумерациях, мы имеем в виду, что в качестве номеров использованы 
все натуральные числа.

Q = fc, ?2,..., . . .}
и который выдает соответственно последовательность

{Ш,
В настоящей статье изучаются следующие три задачи прогнозирования:
A. Для любого момента! по паре {^,...,^,^+1}, {/(^), ■ ■ .,/(?;)} 

определить следующее значение функции — /(£(+1).
Б. Пусть заранее фиксирована некоторая гёделевская (т. е. глав­

ная (7)) нумерация т класса всех одноместных частично рекурсивных 
(ч.р.) функций. Для любого момента t по паре

Ш),..•,/(&)} (*)
требуется определить гёделевский номер самой функции f или какой-ни­
будь другой функции, которая на элементах последовательности Q неот­
личима от f (такой гёделевский номер будем называть Q-гёделевским но­
мером функции /).

B. Пусть заранее фиксирована некоторая вычислимая нумерация * а 
класса U (в данном случае мы предполагаем, что класс V является эффек­
тивно перечислимым). Для любого момента t по паре (*)  требуется опре­
делить a-номер функции f или какой-нибудь другой функции, которая на 
элементах последовательности Q неотличима от f (такой номер будем на­
зывать Q-a-номером функции /).

Ясно, что безошибочные решения этих задач в общем случае невоз­
можны.

3. В качестве средств прогнозирования мы будем использовать любые 
вычислимые арифметические функции вида F(x,y), называемые страте­
гиями. Будем считать, что каждой конечной последовательности 
{xt,. . ., Xt} натуральных чисел эффективно сопоставлен ее номер 
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<a?i, . .. , Ж;>. Под гипотезой, порожденной стратегией F в момент t при 
прогнозировании / на Q, будем понимать: для задачи А — значение 
F({£i, • ••,&, &+i>, <Ж1), •••, /(&)»> Для задач Б и 5 — значение 
^(<U • ••,&>, </(£i), •••,/(£;)>)• Пусть F(x, у) — о.р. стратегия. 
^А(й, /) — число различных 2, при которых F(<X,i,..., £(, g(+i>, </(СД,. . . 
• ••,/(&)» ^/(^+1); ^Б(й, /) и соответственно FB(Q, ~j) — число различ­
ных гипотез, которые порождает стратегия F при прогнозировании / на Q, 
при условии, что существует такой момент t0, после которого F порождает 
только одну и ту же гипотезу, равную :й-гёделевскому номеру (соответст­
венно Q-ct-номеру) функции /; если такое С не существует, то положим 

= оо (соответственно FB(Q,f) = оо).
Наряду с о.р. стратегиями мы будем рассматривать также и ч.р. стра­

тегии. В случае, когда F(x, у) — ч.р. функция, величины FA(£l,f), 
РБ(£2, /), FB(£1, f) определим так же, как и выше, с той лишь разницей, что 
в случае, когда при каком-нибудь t F(^i, ■■■, &+i>, </(£i), • • •, /(&)»
не определено (соответственно F«^,..., t>, </(&i), • ■ •, /(£/)>) не опреде- 
но), положим / ' (Q, /) ==оо (соответственно F'C-l, f) = оо, FB(Q, f) = оо).

4. Класс U назовем о.р. конечно прогнозируемым в смысле 
Z, (л = А, Б, В), если существует о.р. стратегия F такая, что для любой 
входной последовательности Q и для любой функции / fx(Q, /) < оо. 
В случае, когда наряду с о.р. стратегиями мы будем допускать также ч.р. 
стратегии, будем говорить, что класс U ч.р. конечно прогнозируем (или, 
просто, конечно прогнозируем). Уже в работе (*)  отмечается (только 
в других терминах), что класс всех о.р. функций не является конечно 
прогнозируемым. Поэтому возникает вопрос: какие классы функций ко­
нечно прогнозируемы?

Теорема 1. Класс U о.р. конечно прогнозируем в смысле А тогда и 
только тогда, когда он содержится в некотором эффективно перечислимом 
классе о.р. функций.

Заметим, что достаточность условий теоремы 1 очевидна: в качестве 
такой стратегии можно брать стратегию, которая в качестве гипотез пере­
бирает по порядку все функции класса U, пока доходит до искомой. Так 
же легко видеть, что любой класс U, который содержится в эффективно 
перечислимом классе о.р. функций, о.р. конечно прогнозируем и в смыс­
ле Б. Однако имеет место

Теорема 2. Существует класс U о.р. функций, который о.р. конечно 
прогнозируем в смысле Б и который не содержится ни в каком эффективно 
перечислимом, классе о.р. функций.

Из этой теоремы вытекает отрицательный ответ на вопрос, поставлен­
ный в (*):  верно ли, что каждый идентифицируемый в пределе класс о.р. 
функций содержится в некотором эффективно перечислимом классе о.р. 
функций?

Из теорем 1 и 2 видно, что множество классов функций, о.р. конечно 
прогнозируемых в смысле Б, шире множества классов функций, о.р. ко­
нечно прогнозируемых в смысле А. Однако в случае ч.р. конечной прогно­
зируемости ситуация меняется.

Теорема 3. Совпадают следующие множества классов о.р. функций:

1) множество классов, ч.р. конечно прогнозируемых в смысле А,
2) множество классов, ч.р. конечно прогнозируемых в смысле Б,
3) множество классов, о.р. конечно прогнозируемых в смысле Б.

Далее, легко убедиться, что если класс U о.р. конечно прогнозируем 
в смысле Б (в смысле В), то он также и конечно прогнозируем в смысле Б 
(соответственно в смысле В) с помощью примитивно рекурсивной стра­
тегии.

5. Теперь изучим величины FA(Q,f), FE(Q,f) и FB(£l,f). Пусть U — 
эффективно перечислимый класс о.р. функций и а — вычислимая нумера­
ция этого класса. Положим FUt Aa(Q, п) = maxFA(Q, /), FvEa(£l, f) = 
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= maxF‘®(£2,/), Fu,sa(Q, f) — max FB(Q, f), где max берется по всем 
f U, которые имеют a-номера, не превосходящие п.

Простой перебор всех функций по порядку дает верхние оценки по­
рядка п для этих величин. Однако в случаях А и Б можно построить су­
щественно более экономные стратегии. Через £2° мы обозначим естествен­
ную последовательность натуральных чисел: 0, 1, 2, . ..

Теорема 4*.  Для любого эффективно перечислимого класса U о.р. 
функций и любой вычислимой нумерация а этого класса существует о.р. 
стратегия F такая, что для любой входной последовательности £2

* Более слабая формулировка теоремы 4 содержится в (10).

Fu_a(£2, n)<log2n +o(log2ra).

Существуют эффективно перечислимый класс U о.р. функций и вычис­
лимая нумерация а этого класса такие, что для любой стратегии F

Fu. a (£2°, п) > log2 п — О (1).

Пз первого утверждения теоремы 4 вытекает
Следствие. Для любого эффективно перечислимого класса U о.р. 

функций и любой вычислимой нумерации а этого класса существует о.р. 
стратегия F такая, что для любой входной последовательности £2

Fu. а «С log2 п -\- о (log2 п).

Теорема 5. Существуют эффективно перечислимый класс U о.р. 
функций и вычислимая нумерация а этого класса такие, что для любой 
стратегии F

Fu. а (£2°, п) > log2 и — О (1).

6. В случае задачи В, так же как и в случае задачи Б, имеет место три­
виальная оценка Fu,Ba(Q, п) п.

Теорема 6. Существуют эффективно перечислимый класс U о.р. 
функций, вычислимая нумерация а этого класса и входная последователь­
ность £2 такие, что для любой стратегии F

F$,a(Q,n)>n.

Оказывается, что в случае задачи В оценки существенно меняются, 
когда вместо детерминированных стратегий рассматриваются вероятност­
ные стратегии. Под вероятностными стратегиями мы понимаем стратегии 
(точнее, машины, реализующие эти стратегии), которые в процессе своей 
работы используют двоичное случайное устройство (бернуллиев датчик) 
с вероятностью р = '/г появления единицы и с вероятностью q — ‘/г по­
явления нуля (более точное определение вероятностных машин см., на­
пример, в (8)). Итак, пусть F — вероятностная стратегия. Обозначим через 
FB(£2, /) случайную величину, равную числу различных гипотез, порож­
денных стратегий F при прогнозировании f на £2, если существует такой 
момент t0, после которого F порождает только одну и ту же гипотезу, рав­
ную £2-а-номеру функции f (в противном случае данная величина рав­
на оо).

Теорема 7. Для любого эффективно перечислимого класса U о.р. 
функций и любой вычислимой нумерации а этого класса существует ве­
роятностная стратегия F такая, что для любой входной последовательно­
сти £2

min P{FB(£2, /) <4og2n}-»l при п-><х.
feia...... an)

7. Из теоремы 5 и следствия теоремы 4 следует, что существует эффек­
тивно перечислимый класс U и вычислимая нумерация а класса U (это U 
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и а из теоремы 5), для которых имеется асимптотически наилучшая стра­
тегия прогнозирования (в смысле величины Fv Ba(Q, п)). Возникает во­
прос: выполняется ли аналогичное свойство для любого эффективно пере­
числимого класса U и любой вычислимой нумерации «? Следующая тео­
рема показывает, что ответ на этот вопрос отрицательный, т. е. здесь имеет 
место ситуация, аналогичная той, которая была обнаружена М. Блюмом 
(9) для сложностей вычислений.

Теорема 8. Существует эффективно перечислимый класс U о.р. 
функций и вычислимая нумерация а этого класса такие, что выполняется 
следующее свойство: какую бы о.р. функцию г(х) мы ни брали, для любой 
ч.р. стратегии F, конечно прогнозирующей класс U в смысле Б (в смыс­
ле В), существует о.р. стратегия F такая, что для всех п, начиная с неко­
торого,

r(F$,a(Q°, n))^F$.a(W, п)

(соответственно r(Fvsa(Q.i,,n')) FuBa.(i2°, п)).
П р и м е ч а н и е. При доказательстве теоремы 8 в качестве U можно 

брать класс функций, реализуемых на конечных автоматах.
В качестве нумерации а можно брать любую нумерацию конечных ав­

томатов, характеризуемую тем, что по диаграмме автомата можно эффек­
тивно найти его номер, а по номеру — его диаграмму. (Под автоматами и 
диаграммами здесь понимаются автоматы и диаграммы с фиксированным 
начальным состоянием).

Вопрос о том, имеет ли место аналог теоремы 8 в случае прогнозирова­
ния в смысле А, остается открытым.

8. Как уже было сказано, класс всех о.р. функций не является ч.р. ко­
нечно прогнозируемым. Рассмотрим ситуацию, когда об о.р. функции 
/(ж) дополнительно известна верхняя оценка п ее минимального гёделев- 
ского номера. Эта ситуация внешне напоминает задачу расшифровки ко­
нечных автоматов в случае, когда известна верхняя оценка числа состоя­
ний. Нетрудно убедиться, что в данном случае эффективно по п, 
п = 1,2,..., можно построить ч.р. стратегию F„, которая конечно прогно­
зирует в смысле А любую о.р. функцию j(x), имеющую гёделевский но­
мер не больше п, и FnA(Q,f) п. Можно показать, что при подходящей 
гёделевской нумерации it Q = Q" эта оценка, не ниже, чем п I с, где с — не 
зависящая от п константа. Если отбросить требование эффективности F„ 
по п, то, как легко видеть, верхняя оценка величины F,A(Q. f) может быть 
понижена до log2 п.

Теоремы 4 и 7 доказаны Р. В. Фрейвалдом и Я. М. Барздинем, осталь­
ные теоремы — Я. М. Барздинем.

Вычислительный центр Поступило
Латвийского государственного 2 III 1972

университета им. П. Стучкп
Рига
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