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Пусть xe(i), t 0,— полумарковский процесс (п.м.п.) со счетным 
множеством состояний I, который задается набором независимых в сово­
купности случайных величин {тЕ(/с, I), к, 1^1} и вложенной цепью 
Маркова Ре = \\pe(k,l)\\, к,1^.1 (е — параметр серии).

Предположим, что матрице P’ = limZ’E соответствует конечное колп- 
е-»0

г
чество возвратных классов Ц, 12,... ,Ir ( U А = Z) ■ Разобьем множество 

/£=1
состояний I процесса xE(i) на подмножества Л, Z2, . . ., К. Рассмотрим не­
который процесс хв(£), состояния которого получаются склеиванием со­
стояний из К в одно состояние, т. е. при всех t 0:

хЕ(i) = {к, если хЕ(t) <= Ih, к = ,r}.

Процесс Xe(i) в общем случае не будет полумарковским. Изучим усло­
вия, при которых этот процесс сходится к некоторому п.м.п. (условия 
сходимости цепи Маркова с непрерывным временем рассматривались 
в (')).

Обозначим
A(A) = ||p<ft)(Z,7)||, l,j(=Ik, к — 1,...,г, (1)

где p^(l, j) = pe(Z, 7)(1 — 2 РЛ1, О') Х-

Перенумеруем состояния следующим образом: Ih = {l(fe), 2(*’,...}, к = 
= 1, ...,г, и пусть рЕ<&)(1), I А — математическое ожидание числа по­
паданий в состояние {1} между двумя последовательными попаданиями 
в состояние {l(,i)} для цепи с матрицей А (/с), к = 1, причем
рЕ(й) (1(W) = 1 (если цепь имеет стационарное распределение qew(l)t 
l^Ih, то, как известно, ре (Z) = q<® (l^-'q EW(Z), Ze/j. Положим

“е (*, I) = 2 Ре*’ (m) 2 Ре (™, i),
m<=!k isIl

к, 1 = 1, ..., г, к ¥= l, ие(к, к) = 0,
Г

“e (*) = 2 “г (к, l), к= 1, . . ., Г.

Предположим, что для каждого к — 1,..., г
uz (к) =^= 0, lim uz (к) = 0, (2)

е-*0

lim и, (к)'1 2 РеА) (w<A)) 2 Ре (/ra(ft), i) = 0, (3)
nZI m>"
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и, кроме того, для всех к. п = 1......... - ■ = - тк-лт. тг: з-,(к. п) О

lim w£ (к, /г)'1 2 !:'С ' Z ' ■ = ’- (Zj)
£-*° т=1 г

N-*oo *

Отметим, что условия (3) и (4) имею? :~1дуа: —дд здрзятностпый 
смысл: пусть хЕ(0) = i е Д и /г(^) — случайная не.чгчндм умазывающая 
номер того состояния из Д, через которое нр-п7: = ;т зыхзд из Д, 
а Хе(^, п) — величина, указывающая номер состояния из 1-. через которое 
произошло попадание в 1п после выхода из Д в том случае, алчна процесс 
перешел в 1п. Тогда из (3) и (4) следует, что величины у :: и -/,(к,п) 
соответственно будут иметь собственное предельное распределение.

Пусть •

р (к, ]) = limu£ (/с)_1иг (/с, /) к, j = 1, . . ., г, (5)
е-»0

а матрице Р = ||р(&, /) II, к, j\ = 1,..., г, соответствует d существенных 
классов <1Д <2>,..., <cZ> и, возможно, несущественные состояния (здесь 
p(k,j)—предел вероятности того, что процесс xE(Z), находясь вначале 
в подмножестве Д, после выхода из него перейдет сразу в Д). Обозначим

<pe(Z, т, s) = М ехр {—s|3et„(Z, m)}, Z, т е I, s 0.

Теорема 1. Пусть при каждом е > 0, к = 1,..., г цепи с матрицей 
Ре(к) соответствует один возвратный класс, выполнено (2) — (4) и суще­
ствует нормирующий множитель рЕ такой, что

limu£(Zc)_1 (1 — cpE(Z, m, $)) = atm(s), (6)
е-»о

если I, m ^Ih, k - 1,..., г (здесь 0 -С alm (s) < оо);

lim<p£(Z, m, s) = фгтД), ф lm (0 +) = 1, (7)
Е—*0

если h, m ?= Ik, k = 1, ..,, г, и, кроме того, для каждого к, к = 1, . .. 
• • • , г,

Ak(s) = S PW (ft)P (г> < 3°. (8)
Z,77lf—T &

причем в каждом классе (V) из семейства <1>, <2>,..., <tZ> существует 
состояние ji е <г> такое, что 4jt (s) =/= 0, для любого Z(ft) <^Ik, Z = 1, 2,..., 
k = 1,..., г,

lim щ (k)^ 2 p£ (Z(ft), n®) (1 - ф£ (Zw, n(k\ s)) = 0, (9)
,£_>,) n>NN—* oo

lim Щ (k)^ 2 P£ S P£ (Zw, n) (1 - ф£ (Zw, n, s)) = 0 (10)

(здесь p(ft)(Z) и p (I, m) — пределы величин pEw (I) и pe(l,m) соответст­
венно).

Тогда при любом начальном состоянии хе(0) = n(i) е Д процесс 
xE(pe_1Z), t 0, сходится (в смысле слабой сходимости конечномерных 
распределений) к п.м.п. %(t), £ 0, с множеством состояний {1, 2,, г},
который задается вложенной цепью Р (см. (5)) и набором времен пере­
ходов {x(k, j), к, j = 1,..., г}, причем z(0) = Z, а

Л/ехр {—sx(k,j)} = (1 + Л(з))-‘^(«), k,j = 1,...,г,
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■где

(s) = Р У)”1 2 2 P(m- Z) 0)’
meife ISlj

p (m, I) = lim zz£ (/c)~x p(ft> (m) pz (m, I), 
E->0

777 6= 7^, I I{, Ji =^= j

(если p(k, j) = 0, положим i|y>(s) =1).
Замечание 1. Если p(k, j)=A0, но Ak(s) =Q и ^(s) = 1, to 

переход из {&} в {/'} происходит мгновенно с вероятностью p(k,j). Если 
же все переходы из {/с} мгновенны, то само {к} мгновенно, т. е. процесс 
•сидит в нем нулевое время.

Замечание 2. Если ipw(s) = 1 и (s) = ahs, 0 ак< °°, для всех 
к, / = 1, ...,г, то аппроксимирующий процесс будет цепью Маркова 
с непрерывным временем. Это согласуется с результатами В. С. Королю- 
ка (*, 2).

Более простой вид результаты будут иметь в том случае, если I ко­
нечно. Ограничимся для простоты случаем, когда матрице Р соответствует 
один существенный класс. Тогда имеет место

Теорема 2. Если множество состояний процесса ne(t), t 0, ко­
нечно, расщепляется на подмножества Ц,1ъ,...,1т, каждое из которых 
образует s-множество (см. (3, 4)), матрице Р = ||р(/с, /) ||, k, j = 1, ..., 7-, 
соответствует один существенный класс, где

Р (k, j) = lim f 2 3 m)} 1 2 № (n) 2 P<dn>
E-*° ' neIk ieIj

■a (0 —стационарное распределение для цепи с матрицей Ps(k) (см. 
(1)) и, выполнены условия (6), (7), причем существует к такое, что 
Ak(s) 0, то процесс xE(pE_1f), t А- 0, сходится к п.м.п. x(i), t ' 0, с вло­
женной целью Р и временами переходов {x(k, j), к, j = 1, ..., г} (здесь 
в соответствующих выражениях для 4k(s) и ^(s) величины р£ (I) за­
меняются величинами q^(l).

Доказательство теорем использует результаты работ (4,5).
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