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Широкое применение в последние годы получила общая теория устой­
чивости тонких оболочек, наиболее полное изложение которой дано в 
монографии (*)• Отличие этой теории от классической заключается в том, 
что она не использует предположения о безмоментности докритического 
состояния равновесия оболочки, считая его в общем случае моментным. 
Влияние моментности на устойчивость передается через дополнительные 
(по отношению к безмоментным) усилия и через изменения первона­

чальных кривизн срединной поверхности оболочки, достигающие значи­
тельной величины в окрестностях опорных устройств и скачкообразного 
изменения нагрузок.

Полученные к настоящему времени решения задач устойчивости с 
учетом моментности докритического состояния на основе линейных 
уравнений свидетельствуют о том, что степень влияния моментности за­
висит от граничных условий и в особенности от характера докритическо­
го напряженного состояния, вызываемого действующей на оболочку на­
грузкой. При наличии распределенных по всей оболочке усилий критиче­
ские значения нагрузки, найденные с учетом и без учета моментности, 
сравнимы друг с другом во всей практически реализуемой области зна­
чений геометрических параметров (2,3). Если же распределение усилий 
имеет локальный характер, то одно значение от другого может отличать­
ся в несколько раз. Так, в задачах об устойчивости при нагреве полубес- 
конечной цилиндрической оболочки, шарнирно соединенной на торце с 
холодной жесткой диафрагмой, значения параметра т в формуле для 
критического перепада температур 0=тц2/а (р = 72(7/7?, С = 
= hl 712(1 — v2), h и И — толщина и радиус оболочки, v и а — коэф­
фициенты поперечного и температурного расширения), полученные с 
учетом моментности докритического состояния, лежат в пределах 34,6— 
40,5 (4_6). Решение тех же задач без учета докритического искривления 
образующих дает для т значения 8,56—8,85. При ступенчатом изменении 
температуры по длине цилиндрической оболочки соответствующие пре­
делы равны 29,8—34,3 и 7,28—7,82 (4, ®“9). В аналогичной задаче для 
сферической оболочки имеем 35,5—40,5 и 10,4—12,1 (6, ’, 10). Во всех 
этих задачах эффект, вызываемый докритическим искривлением обра­
зующих, очень велик и его учет приводит к увеличению критического 
значения параметра т в 3,5—4,5 раза. Наиболее ранняя попытка такого 
учета сделана в (и).

Анализируя причины столь большого влияния докритического искрив­
ления образующих на устойчивость оболочки с локальными напряже­
ниями, нельзя не заметить того, что к моменту потери устойчивости 
углы поворота образующих в напряженной зоне становятся весьма боль­
шими. В связи с этим уместно поставить вопрос: в какой мере линейная 
теория пригодна для описания докритического напряженного состояния, 
имеющего локальный характер? Ответ на этот вопрос может быть дан 
лишь с позиций нелинейной теории. В такой более общей постановке 
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рассмотрим одну из характерных задач устойчивости оболочек с локаль­
ными напряжениями.

Пусть полубесконечпая круговая цилиндрическая оболочка нагруже­
на на свободном торце поперечным сжимающим усилием Q. Нелинейная 
краевая задача о симметричной деформации оболочки сводится к систе­
ме двух уравнений относительно функций <p(i) и х(0

ср<2) + 2% — ц2х(ф(2)х + ср(1)х(1)) = 0, х<2> ~ 2ф = 0,

с граничными условиями

Ф = 9, X(I> = 0, Z = 0; Ф = Х = О, t = °°.
Здесь

ф = — 2XL7VO/(pt3 sin й), х = sinй/ц, t^^cos'&dx,

ф(1) = 2ANl/(pA cos й), х<й = R d-ftjds, х = s/У 2CR,

q = 2AQ/y, H = l/(£fe);

координата s отсчитывается вдоль деформированной образующей, v — 
угол поворота образующей, А\°, N2 — докритические тангенциальные 
усилия в оболочке, верхний индекс в круглых скобках показывает поря­
док производной по t.

С использованием экспоненциальных рядов (12) строим решение этой 
задачи, которое во втором приближении имеет вид

ф(о = (2 — ЗОр) cos t — Пр sin t + pe~2t (27sin3i + 62 cos t +
+ 34 sin£) ],

X(1) =ge_'[17p cos t + (2 — 30p) sin t + pe~2'(3cos 3/ — 14cos t + 2sin i) ],
t = x — 5p[5 — e“2x(2 + cos 2x + sin 2x) ], p = pt2#2 / 20.

Первое приближение дает известное линейное решение

фо = qe~* (cos х — sin х), х» = —<?е~х (cos х + sin х).

Деформированная цилиндрическая оболочка является оболочкой вра­
щения. С учетом локального характера выпучивания уравнения устойчи­
вости можно записать в виде, предлагаемом теорией пологих оболочек (*). 
Вводя в эти уравнения для функции усилий ф и прогиба w пред­
ставления

ф = — А~ХС 2 vn (ж) ехР УпУ)-, w = '^1wn (х) exp (iny),

приходим к системе (индекс п опускаем)
V2Vyf + 2 (1 — ц2Хо) w" — 2х(1) (y2w + = о,

- 2 (1 - p2xi>- 2/f ) (у2к + ц2ХоН + 
+ 2р.2фо%о^" + 2фй> У1 — ц2/;2 (y2^ + Н2Хо^') = 0.

где
nd п

Vv = ^-rto^-Y2, Т = рг.

Штрихами обозначены производные по х. На крае х = 0 для возмущен­
ного состояния задаем условия шарнирного опирания (и2 — окружное 
перемещение, Mi — меридиональный изгибающий момент)

N1 = и2 = w = Mi — 0.

Задача об определении критического значения параметра нагрузки 
q* и соответствующего ему значения параметра волнообразования у* бы-
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ла решена в конечных разностях методом матричной прогонки (13). 
При ц = 0, что соответствует линеаризации уравнений докритического 
состояния оболочки, получен следующий результат: q* = 32,7, у* = 4,9. 
Учет нелинейности докритического состояния приводит к зависимости 
величин q* и у* от параметра ц. Численные значения этих величин для 
ряда значений ц и абсолютные значения критического угла поворота й* 
при х — 0 приводятся ниже. Линейные уравнения дают й* = [iq*.

0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,026 0,027
* 4,85 4,8 4,7 4,6 4,4 4,45 4,5

q * 32,5 31,9 30,9 30,1 29,9 30,1 30,7
a* 0,162 0,315 0,451 0,572 0,685 0,710 0,740

Как видим, учет нелинейности не так уж существенно сказывается 
на величине критической нагрузки. Однако он позволяет обнаружить 

такое значение геометрического 
параметра ц, которое ограничива­
ет область существования крити­
ческой нагрузки. В рассматривае­
мой задаче исчезновение крити­
ческой нагрузки произошло при 
ц = Цо ~ 0,0273. С ростом р, про­
исходит сближение корней харак­
теристического определителя до 
ПОЛНОГО ИХ СЛИЯНИЯ при Ц = Цо- 

Представление об отличии ре­
зультатов, отвечающих постанов­
ке с учетом нелинейности докри­
тического состояния (когда q* = 
= д*(ц)) и постановке с линеари­
зацией (g* = q*(0)) дает рис. 1, 
где кривой 1 показано отношение 

к = д’(ц) / д*(0). Кривая 2 определяет значения величины й*, отвечаю­
щие нелинейной задаче. Решению с линеаризацией докритического со­
стояния отвечает прямая к = 1. Еще более упрощенная постановка, когда 
докритическое искривление образующих вообще не учитывается, дает 
д* = 8,5 и у" = 1,4.

Рассмотренная задача устойчивости оболочки, нагруженной кольце­
вой силой, эквивалентна задаче об устойчивости при нагреве оболочки, 
шарнирно соединенной на торце с диафрагмой. Значение параметра т в 
формуле для критической температуры равно критическому значению 
параметра нагрузки д.

Приведенные здесь результаты позволяют сделать вывод о том, что 
решения задач локальной устойчивости с линеаризацией докритического 
состояния являются асимптотически точными при ц 0, однако они при­
годны лишь для весьма тонких оболочек (в рассмотренной задаче при 
Я/Л>800).
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