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Матрица Грина общих параболических граничных задач построена и 
изучена в (*“3) для случая однородных граничных условий как в ограни­
ченной, так п в неограниченной областях и в (4’5) для случая неоднород­
ных граничных условий в ограниченном цилиндре. Во всех этих работах 
предполагалось, что порядки граничных условий меньше порядка систе­
мы. Здесь проводится исследование матрицы Грина общей неоднородной 
граничной задачи для параболических по И. Г. Петровскому систем в про­
извольной цилиндрической области без ограничения на порядки гранич­
ных операторов.

Матрица Грина общей неоднородной задачи с граничными условиями 
любого порядка для одного эллиптического уравнения рассмотрена в (’), 
для произвольной эллиптической до Даглису — Ниренбергу системы в 
случае однородных граничных условий — в (7).

Будем использовать определения и обозначения из (4).
1. В области Qo = [0, Т] X £20, где ГТ — конечная или бесконечная 

область в пространстве Еп с гладкой границей Qi, могущей быть также ко­
нечной или бесконечной, рассмотрим параболическую граничную задачу

BjU
Qi

Lu = (Dt— 2 ak (t, х) Dkx\u----f0(t, х).
4 I k 2b '

2 bikak{t, x)D*°Dxu\Qi = fj(t, x), j = 1, ... ,bN= m, (1) 
I &

u|/=o = 0.

Здесь щ — матрицы размеров N X N, bjk — матрицы-строки длины N; 
и, f0 — матрицы-столбцы высоты N; Qi = [0, 71] X Qi.

Предположим, что для задачи (1) выполнены условия (А) и (5;) из 
(4) с некоторым I > 0.

Возьмем произвольную точку у g= и ее малую окрестность 77; вве­
дем в ней локальную систему координат Xi,... в которой уравнение 
куска границы U f] Q, имеет вид хп = 0. Пусть В}— оператор Щ, записан­
ный в системе координат t, щ,..., хп. Через r((?), Q = (т, у), обозна­
чим наибольший порядок производной по хп, входящей в операторы В<, 
7 = 1,..., тп, в точке Q. Он не зависит от выбора локальной системы ко­
ординат, но, вообще говоря, зависит от точки Q. Положим r = supr(()).

Q& Q1
Это число будем называть порядком операторов Щ, у = 1, . . ., пг, по нор­
мали на Ql

Матрицей Грина задачи (1) назовем матрицу G(P, Q) — 
= {Go(Г, (?), Gi(Р, Q),..., Gm(P, Q)}, P=(t,x), Q=(x,y), где 
G„(P. (А определена при P.O — Qa, Р =Р= Q, а С-,(Р, О) для / > 0 — при 
Р £= (Jo, Q е Qi, Р =# (?; такую, что всякое решение и е Н^, р = шах (25, 
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А,..., rm), задачи (1) представимо в виде
t ml т

и (Р) = J dr J Go (Р, Q) f0 (Q) dy + 2 J dr $ G, (X Q) f, (Q) dy 2 G3f}. (2)
о щ j=io i-=)

В настоящей работе строится матрица Грина задачи (1), устанавлива­
ются точные оценки ее производных как по основным, так и по параме­
трическим переменным, подробно изучается ее структура. При этом ока­
зывается, что при г < 2Ь структура матрицы Грина аналогична той, ко­
торая получена в (*, для случая X 2Ъ — 1. Если же г 2Ь, то матри­
ца G0(P, Q) дополнительно содержит слагаемое, представляющее собой 
линейную комбинацию производных до порядка г — 2Ь от 6-функцпи, со­
средоточенной на границе.

2. Введем некоторые определения и обозначения.
Обозначим через U?+a, »+в класс ядер ГХа> S+(I (()г. Q,). определенный в 

('*). Введем еще класс Uf+a, s+a- который отличается от Ur+a,s+a только 
тем, что в правых частях неравенств (5) из (‘), определяющих этот класс, 
стоят дополнительные множители соответственно вида

ехр! —

шах (о (л, л2). у (?/))

(4 - т)1
Г max (р (ли, z2), р (i/i, д.)) ’j« j 

Ч (4--T)v^ j г

где р(.т) —расстояние от точки х до границы йь a p(^i, а) = min(p(x1), 
р(ж2)). Таким образом, ядра из класса Ur+a, s+a могут иметь особен­
ности только в точках границы Qi.

Рассмотрим достаточно мелкое локально конечное покрытие области 
Йо множествами й|<)’), п пусть {ф;(ж)} — соответствующее этому покрытию 
разложение единицы. Покрытие {Й^’} индуцирует покрытие {й<1)} гра­
ницы Й1, а функции Фг(ж), носители которых имеют общие точки с грани­
цей й1( образуют, очевидно, разложение единицы, соответствующее по­
крытию {й1^}.

Справедлива следующая основная
Теорема 1. Пусть операторы L. В; и граница Й1 области й0 удов­

летворяют условиям (4) и (Bi) из ('*) с I 2(р0 pQ + 3, где р0 = 
= max (1, 10), pt = max (О, Ц + 1), Zo = max (2b — г,), h = max (?■.; — 2Ъ).

.?=!, ...,m . ...m

Тогда для задачи (1) существует единственная матрица Грина

G(P, Q) = {Ga(P, <?), Gi(P, Q), . .. , Gm(P, Q)},

■обладающая свойствами:

1) G0(P. Q)^G0(P, Q) + G'4P, Q), G^P,Q)^U^m

G'a(P, Q) - 2 ф,- (?/) (?/) 121 3 (Л Q') (yQ
i 'j=0

где h0 = 2b + I — p0, hi = I — pL — 1; S>i(y)—якобиан преобразования 
y = V(y), переводящего окрестность множества Й^ в полушар |z/| d, 
уп > 0; П| — оператор перехода от у к у, Q' = (т, у,. . ., yn~i) — 
.порядок операторов Bs по нормали на = [0, Т] X й‘о; 6<v> — производ­
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ная v-го порядка от 6-функции, сосредоточенной в точке уп — 0;

П-^Р, Q')EEU^hl+.J+1+a(Q0, Q?\, Gq(P. Q) = О
при г <Z 2b.

С}(Р,())ЕЕи^^+г^ />°-

2) Имеет место представление

Ga'(P, (?) =2 (Л (?) +v(P, Q),

где Z(P, (?) — фундаментальная матрица решений системы Lu = f0, а 
v(P. Q)EEUt«Ju+a-

3) Для G,(P, Q), как функций Р, при тех Р и Q, для которых они оп­
ределены, справедливы равенства

LGAP,Q)=Q, В&ДР, <2)(Q, = 0, j = 0, 1, i =

Доказательство теоремы начинается, с рассмотрения случая, ког­
да г < 26. В этом случае матрица Грина строится по той же схеме, что и в 
(4) для г, < 26 и ограниченной области. Сначала конструируется оператор 
G = {Go, Gi,..., G,„} (оператор Грина) такой, что

I — тождественный оператор

Главная часть оператора G строится с помощью операторов, ядра кото­
рых конструируются из фундаментальных матриц решений и ядер Пуас­
сона некоторых модельных задач. Затем подробно изучаются эти опера­
торы. При исследовании их действия в классах Гёльдера существенно ис­
пользуется методика оценок параболических потенциалов. Изучение 
свойств ядер операторов, дающих главную часть оператора G, основыва­
ется на теореме о композиции параболических ядер с неинтегрируемыми 
особенностями (4).

Утверждения теоремы в случае г 26 доказываются, исходя из того, 
что этот случай сводится к рассмотренному выше. Действительно, выра­
жая с помощью системы производные высокого порядка по нормали в 
граничных операторах Bj через производные младших порядков по норма­
ли и производные по касательным направлениям, задача (1) сводится к 
следующей задаче:

Lu = /о,

B'iu\Q1 = — (3)

it|,=o = 0,

где порядки операторов В' по нормали меньше 26, а С, — дифференциаль­
ные операторы, порядки которых не превышают г, — 26. На основании 
уже рассмотренного решение задачи (3), а следовательно, задачи (1) за­
писывается с помощью формулы

t ml
u(P) = $dx J G0(P, Q)f0(Q)dy+ ^dx$Gj(P, Q)[fAQ)-C}f0\Qt]dy, (4) 

0 По 3=1 0 bl

которую можно переписать в виде (2).
3. Приведем теорему о действии операторов Грина в классах Гёль­

дера.
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Введем классы а), i = 0,1. Вектор-функция / принадле-
о

жит классу #о, fe (/, а), если она определена в Йо, имеет непрерыв­
ные производные = /(W, 2bZc0 + |Zc| s= |fc| sZ s, причем
Dtk°f\ ,=0 = 0, ко = 0,..., [s / (2&) ], и конечная норма

II/||ot“ ((,«)= 2 SUP IF'(Г 2)X_1(Z, z)|n-

, У sup |/|(f>(*’ л.
I k l=s (<• *>■ <f- A~-Qo i x — ' I"' IZ (г, x) + X (K •r)l

+ 2 sup ---------------------------------------------- .
s-2b< | ft)<3 Iz - i 1(И k 1+а)/(2Ь) IX (f- *) + % *)1

где
n

X (t, x) = exp pc (t, a) 2 ,

к (t, a) = coa [c^1 - to2b-1]-1/(2f,-1),

c0 — некоторое число, определяемое постоянными из оценок матрицы Гри­
на, а число а выбрано так, чтобы Т < (с0 / а)26-1. Класс 
определяется аналогично с помощью параметризации границы 1Е. Заме- 
тим, что п i,k(i,o) = rli .

Теорема 2. В предположениях теоремы 1 операторы G, действуют 
Trs+a 2b-r-+s+a frZb+s-ta

из Но'ЬЦ'О) при 7=0 и Н1,к(Та) при 7>0 в fo.HUh
max(0, Zt) min(Z — Zo, I — 1), и ограничены.

4. Из теорем 1 и 2 и единственности решения граничной задачи в клас­
се ограниченных функций следует корректная разрешимость задачи (1) в 
случае неограниченной области в классах растущих функций.

Теорема 3. Если выполнены предположения теоремы 1 и 
/оЕ H^ky.a-), где max(0, h) =С s min(Z — Zo, Z — 1,

о о

то существует единственное решение задачи (1) из класса
для которого справедливо неравенство

и i[2b+s+a
||о, k (f, а)

iis+n
||о, k (t, а)

Для областей частного вида аналогичные результаты установлены 
в (8,9).

Автор выражает искреннюю благодарность С. Д. Эйдельману за руко­
водство.
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