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В работе (’) С. Мизохата доказал, что гиперболичность уравнения 
необходима для корректности нехарактеристической задачи Коши. С дру­
гой стороны, если характеристическое уравнение оператора имеет крат­
ные корни, могут появиться условия на младшие члены, необходимые 
для корректности. В (2) были найдены такие условия в случае, когда 
кратность характеристических корней постоянна, а в (3) — в случае, 
когда кратность этих корней не превышает трех.

В настоящей работе приводятся условия корректности для операторов 
с характеристическими корнями любой кратности.

Введем следующие обозначения:

Предположим, что а„,.о... о = 1, ао(а:)ЕС"(й) и являются ограни­
ченными в Q вместе со всеми производными. Пусть К(х, £,)—корни 
уравнения Р„, {х, §) = 0 относительно £0, И — фиксированное веществен­
ное число такое, что max | (ж, Н) | р. Обозначим через Г (Z; р)

ХЕЙ, | Г|=1
г—1,2, m

конус
п

T(Z;p) = -fx; 21 ~ |2 И21 хо — z0|2, ж0<г0|, Z = (z0,. .. , zn).
1 7=1

Через СДЯ,), k 0 будем обозначать пространство функций й(яг0), 
зависящих от параметра х9 е [/0, Т] и принимающих значения в
ЯДЕ"), причем ----- Д-, j = O,l,...,k, существуют как элементы

ЯЛ_,(Я~ ) и непрерывны в топологии Я«_ДН~). 
Определение. Задачу Коши

= 0, / = 0,1, .. ., m — 1, (1)
Уо=^о 

будем называть корректнойв й, если выполнены следующие условия:
I) существует целое число х^О такое, что для любого целого s 0 

и любой / е Сх(Яз+х) существует решение u е С"'-1 (Я8+т_() задачи (1);
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II) для всех решений и е Ст с константой Cs > 0 выполне­
на оценка

т
|||u(z0, ж)HI m-1, s+m-1 Cg J III / (*0, ®)ll|x, s+x dx0, to^Xo^T;

to

III) для любого конуса T(Z; ц), Ие Q, если / = 0 в Г (Z; ц) |~| й, то 
и = 0 в T(Z; р.) П Q..

Лемма 1. Если задача Коши (1) корректна в Q, то существуют це­
лое число К> 0 и константа С >0 такие, что для всех T(Z; ц), Z = Q, 
и всех и е Со°° (Q) выполнена оценка

sup 
Г (Z; Щ

(2)

Доказательство. Пусть ZeQ, T(Z; ц) —произвольный конус и 
и е Со°° (Q). Рассмотрим функцию

F={L^Pu в Г (Z; ц)П £2, 

в Q \ T(Z; ц),
?г

Т 2 X'где К,. = — — и/ 2j
°хо 3=1

21 
з72’ 

3 
Для решения задачи Коши

целое число R > %.

L* Pv = F, dJ v
дх1

= 0, j = 0,1, . . . , 2R + m — 1,
X(f=tQ

учитывая условие II), получим для 1а х(1 Т оценку
т

IlH^O, ^) |||т-1, R-x+m-l С II Р ||о dxQ С || Ри 
to

Если R > х — m 1 п / 2, то из теоремы вложения вытекает, что

sup 
r(Z;«nn

IУ К С'" II Pu||
C2R (Г (Z; Н))’

Из (III) следует, что v s= и в Г(Z; ц) (|й и, значит, выполнена (2). 
Пусть дано разбиение переменных

х = х' + х" = (хй, xh ..., zd, О, . .. ,0) + (0, . . . , 0, xd+l, . . х„),

соответствующее разбиение двойственных переменных

В — В' + В" = (Во, Ви • • •, gd, 0,..., 0) + (0,..., 0, gd+i,..., gn)
и мультииндексов а = (а', а"), р = (р', р'х).

Теорема. Пусть xeQ, целое число г > 2, рациональные числа 
р > 0, q > 0 такие, что р^ q,u для всех е Rn-t! \ {0}

PV.....0)(Я В")=^о, (3)
P^₽(i,g")==O, если | а | + р | Р'| + 7 | Р" | < г. (4)

Тогда для корректности задачи Коши (1) необходимо, чтобы для 
всех

(*, В') = О, если |а| + р|Р'| + 7|Р"|+(т—s)(l+р)<г. (5)
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Изложим коротко идею доказательства теоремы. Без ограничения 
общности можно предполагать, что х = 0. Сделаем замену переменных 

у' = р°^', у" = р^х", (6)

где б = (1 + р — у) р 1 — параметр.
Запишем оператор Р в виде Р = QN p~NRN, где N = К(1 бр) + 

+ т +1,

<2х = 3 Рч(’’а’₽)7ОТР&0)(0, Dy^.Day:,
Ч (з, а', Р)>—N ' '■ Р ■

T](s, а; ю = б[р(|а'| - |₽'|) +з(«-|а'1 ~ Ю1,

HN — дифференциальный оператор порядка т с коэффициентами, ограни­
ченными равномерно по р в й вместе со всеми производными, Р sap’0) оз­
начает соответствующую производную Ps по старым переменным.

Для оператора QN по методу Флашки и Стрэнга (2) строится асимпто­
тическое решение

Nt w
u9=^vk (у) p~W exp i (2 {У) POj} ,

fe=o 'j=o •'
(?)

где 1 = o0 > of > ... > ow > 0, t — общий знаменатель всех сц.
Пусть задача (1) корректна в Q, но условия (5) не выполнены. Пусть 

М— множество индексов (s, а', р), для которых s < т, |а/|+р||3/| + 
+ ?l f*Z/| + (иг — s) (1 + р) < г и Р&'0) (0, =/= 0 при некотором Обо­
значим

t = min (РI Р' I + 9 I Г' I + (^ — s) (1 + р)
(8, а', ₽)ЕМ ( г — 1« |

и пусть М — множество индексов из М, для которых этот минимум до­
стигается, причем <р0)(0, f")^=0 при одном и том же

Положим Оч = 6 (1 — 0 и
п

и1 (у) = exp i ( 2 y£kW + 11 (У) ’ 7 R1 \ {0}.

Тогда
= pm+s [Ф2 (у, у, 1\л, ...,Pv^ + o (1)] -и1,

где
Ф1 (у, 7-4, • • • Лй) = тг S о)(о!1")г-г(4Г---(^Г‘г + 

|а'|=г
1 V / о(“'.0)/Л €"\ /71 \а» /71 \“d
+ Z (а^Гр! ₽ (U’ S ) 7 ’ \hid) ■

(s, а', в)ЕМ

Лемма 2.. Существуют области Y с Rn+1 Q {у0 < 0}, V cz R^ \ {О}1 
такие, что для больших у уравнение Ф((у, у, т|о,.. ., Ла) = 0 относитель­
но Цо имеет в YXV корень ц0 = F(y, у, тр, . . . , гр) с равномерной крат­
ностью gi = г, причем \xaF<—60pi, где б0 > 0 — фиксированное число.

Пусть (у0,..., у„, Ц1,..., T]d) G У X V и у фиксировано так, что имеет 
место лемма 2. Решим задачу Коши

1уа = F (у, у, 1У1,.. ., /у,),
d ~ (8) 

\у^уа = S УЛ + ^1- К1 = C0QSt-
k=l

По теореме Коши — Ковалевской в некоторой области У1 с У существует 
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аналитическое решение ll(y) задачи (8). Предположим, что У4 столь мала, 
что для у е У, выполнено неравенство

п

2п 3 |1т^3 (У)|<бо,

а К, выбрана так, что Im I1 (у) < 0 в Уь
После того как о, и У (у) определены, щ-, 13(у) находятся по схеме 

в (2). Доказывается, что процесс определения ст, после конечного числа ша­
гов приведет к щ = О, и затем находятся функции ик(у), пДу) =Н= 0. 
Пусть фиксировано так, что М / т > К + т + 1 + б (Кр + qm — rg). 
При таком выборе Nt функции l3(y), vh(y') определяются в некоторой об­
ласти W cz У„ причем выполнено неравенство

II Q»uo Иск (йо 0 (p~w_1) S^P I Up I- (9)
w

Пусть Z = fa,., zr) e W, v°(Z) 0. Рассмотрим конусы Г(Zp; ц),
где Zp = (p_b?z0, . . ., p~ipzd, . . ., p_&?z;i) e Й. Если оценка (2)
выполнена для всех r(Zp; ц), то после замены переменных (6) получим, 
что для всех и е Со” (Qp)

_SupM<Gpwii /МсК(бр), (10)
Gp

где Qp — образ Q, Gp — образ Г (Zp; у), С не зависит от р.
Рассмотрим функцию ф(у) = —ImZ‘(y). Имеем для y<^G;iC]W

п п
ф (у) = ф (Z) + 2 Ф«;. (У) (уз - z.) + О ( 2 I У, — zj I2) <

< Ф (Z) + (z0 — Уо) • I (Cl + С2р) (z0 — Уо) — г/2 Фй (Z)], (И)

где константы с4, с2 не зависят от у.
Из (11) следует, что существуют константы б4 > 0, ту > 0 такие, что 

Gp П {Уо za — 6t} cz W и для ГКР = Gp Д {z0 — 6, sU y0 ^7 z0 — 1/26i} вы­
полнено неравенство

8ирф(у)<ф(г)— (12)
w₽

Пусть функция ф(уо) е Со” такая, что 0 <р(у0) 1, ф(у0) = 0 для 
|z0 —Уо|5й61, ф(уо) = 1 ДЛЯ |z0 — у0| '/2б1. Тогда, учитывая (9), по- 
лучим

pW|| р (ф«р) || к О (р-1) sup | фир I + О (5P+l)+5m(P-'7)) sup I Up I. (13)'
C (G₽’ Gp Wp

Из неравенств (12), (13) следует, что для больших р оценка (10) не 
выполнена и, следовательно, задача (1) не может быть корректной.

В заключение автор выражает благодарность О. А. Олейник за под­
держку и постоянное внимание к работе.
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