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Мы будем использовать следующие обозначения:

ct (щ,. • •, , ctj 0, 1, 2,...,
Da = X ... X (£„)“«, Di = —idldxp

Если X Rn — измеримое по Лебегу множество, то его меру будем 
обозначать цп(Х). Ь2(Х)—гильбертово пространство функций на X со 
скалярным произведением

(/, g) = $ f W-gW dx.
x

Двойственное к Rn пространство будем обозначать Rn', его элементы — 
буквой

Пусть G Rn — ограниченное открытое множество; Р(х, D)—фор­
мально самосопряженный оператор с гладкими коэффициентами такой, 
что для любых х, у Е2 G полиномы Р(х, £), Р(у, £) гипоэллиптичны и 
имеют одинаковую силу. Пусть Ро — оператор Р(х, D), рассматриваемый 
на функциях из C0“(G); Ро — симметрический оператор и из неравенства 
Гординга следует, что он ограничен снизу (см. (4)), т. е.

(Р(х, П)ф, ф) > С||<р||2, ф£С(С).

Пусть Р — расширение по Фридрихсу оператора Р<>. В работе изуча­
ется асимптотическое поведение при t-+оо функции AG(Z), равной 
числу собственных значений оператора Р, меньших t. Для эллиптических 
уравнений эта задача хорошо исследована и имеется много работ на эту 
тему. Мы укажем только работы С. Агмона (2), где эта задача решена 
для любого ограниченного снизу расширения оператора Ро, удовлетворя­
ющего некоторым дополнительным условиям, и на работу М. Ш. Бирма­
на и М. 3. Соломяка (3), где основные усилия направлены на то, чтобы 
получить аналогичный результат при минимальных требованиях на об­
ласть G и на коэффициенты оператора Р(х, D).

В данной работе асимптотика TVG(f) находится вариационным мето­
дом. Новым является то, что нам не требуется рассматривать задачу Ней­
мана для нахождения асимптотики ZVG(i). Вариационный принцип Ку­
ранта используется в следующей формулировке, принадлежащей 
И. М. Глазману (см. (4)).

Лемма. Пусть А — ограниченный снизу самосопряженный оператор. 
Число собственных значений оператора А, меньших t, равно максималь­
ной размерности линейных подпространств D D (А) таких, что

{Аи, и) < t(u, а), й ЕЙ, и =# 0. (1)
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Перед формулировкой основной теоремы введем обозначения:

Пр (а?, О = ReP(z, g) С t},

VP(t) = р2„{(а:, В) е G X й"’; ReR(x Ig) С t}.

Теорема. Если G s Rn — ограниченное открытое множество такое, 
что p„(5G) =0, где dG — граница, G, а Р — описанное выше самосопря­
женное расширение оператора Р(х, D), то функция Na(t) имеет асимп­
тотику

/VG(i) = (2л)-"Ур(Щ1 + о(1)). (2)

Наметим доказательство теоремы. Возьмем конечное число открытых 
множеств Gt, ..., Gy так, что

G, Q Gj = ф при г #= /, G, G;

Ип (<?г) = рп (G), pn (dGt) = 0;
1=1

| х — у | б, х, у ^G„ i = 1,..., N.

В каждом множестве G выберем точку хР Пусть

Q(x, g) = ReP(z, g).

Для функций ср (ж) е Со“ (G,) легко доказать оценку

| (Р(х, П)ф, ср) — (Q(Xi, Д)ф, ф) | С Сб(<?(^, й)ф, ф) + С (б) ||ф||2,

где С не зависит от г, б. Отсюда имеем

{Р{.х, О)ф, ф) (1 + Сб)(<?(^, Р)ф, ф) +С(б)||ф|12. (3)

Возьмем число т= (i — С(б) )/(1 ф- Сб) и построим в C0“’(G,) линей­
ное подпространство D такое, что

(Q(x;, £))ф, ф) < т||ф||2, фЕД, фф=0.

В работе (5) описано построение D, и доказано, что

dim О, = (2л'Х"|1... (G,J Vp(xi; т) -\-o(Vv(xj, т)).

Пусть D — линейная оболочка всех D,. Тогда из (3) следует, что

(Р(х, П)ф, ф) < £||ф||2, феЛ ф =# 0.
Отсюда и из леммы следует, что

Ng (t) > dim £> = 2 (2л)-’1{ц1г (GOPp^r) ф- о (Vp (х{, т))}.
2=1

Разделим обе части этого неравенства на VP(t) и перейдем к пределу. 
Получим

ЛХ (t)
lim inf ^ФфФ > (2л)-" (1 - CJ)
t^ + oo VP\4

и, переходя к пределу при б -> 0,
, ЛХ (*)
liminf-—— >(2л' (3')
г->+сю vр \Ч
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Теперь оценим Ne(t) сверху. _
Пусть Ut,..., UN — открытое покрытие множества G, причем для 

х, у е и, имеем \х — у | б.
Пусть ipj(z) еС0°°(С73) и

N

У=1

Тогда для всякого s >* 0 имеет место оценка
(Р (х, D) Ф, ф) >

N

> (1 - е) (1 - Сб)2 {(С (^, (фМ Ф^) - С (е, б) || ФфД2}, (4) 
7=1

где Xj е= Uj, ф е Со“ (G), С не зависит от е, б.
Пусть D <= Со°° (G) —линейное подпространство, на котором выполне­

на оценка

(Р(ж, Р)ф, ф) < £(ф, ф), ф#=0. (5)

Положим т = [t + (1 — е) (1 — Сб) -С(е, б) ] / (1 — е) (1 — Сб).
В работе (5) доказано, что размерность подпространства Dj^C0°°(Uj'), 

на котором выполнена оценка

(C(^i, D)(p, ф) < т||ф||2, <реО;, ф¥=о, (6)

не превосходит величины (2л)“"ц„(С73) VP(xj, т) (1 —о (1)).
Рассмотрим отображение ф—>фф3 пространства D в Со”(£73). Пусть 

IP — образ D при этом отображении. Тогда в Я3 существует подпростран­
ство Li такое, что dim L, dimHj— (2л)~ny.n(Uj) VP(x}, т)(1 + о(1)) и 
на Lj выполнено неравенство

(C(xi, £)ф, ф) > т||ф||2, феД;. (7)
Если бы выполнялось неравенство

N

dim D > 2 (2л)—цп (ЯД VP т) (1 + о (1)),
7=1

то в D существовала бы функция фо =/= 0 такая, что для всех 1 j N, 
фоф.) е Lj. Тогда для фоф3 выполнялось бы для всех / неравенство (7). Сум­
мируя эти неравенства по /, мы получили бы неравенство

(Р(х, Д)фо, фо) ^2 tПфо|12,

что противоречит неравенству (5). Поэтому
N

dim D < 2 (2n)-"p,n (ЯД VP (х,-, т) (1 -|- о (1)).
1=1

Из леммы следует, что
N

Ng (i) (2 л)- 2 Рп (ЯД VP (Xi, т) (1 + о (1)).
7=1

Деля это неравенство на VP(t) и переходя к пределу при t —> + оо, по­
лучим

limSup^C(2H)-(l + Ce); (8)
f_>+00 Vp\.4 
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при этом надо выбрать покрытие {И,} таким образом, чтобы было

MU
3

что возможно в силу условия рп(5П) = 0, и чтобы мера того множества 
точек х, которые принадлежат по крайней мере двум множествам U,, не 
превосходила е.

Переходя в (8) к пределу при е О, получим неравенство
, (Оlim sup —--г- (2л)_п.

г-^ + оо 'р(‘)

Из этого неравенства и из неравенства (3') получаем утверждение тео­
ремы.
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