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В настоящей заметке рассматривается одно квазиконформное отобра­
жение с осевой симметрией единичного шара на себя, с помощью которого 
изучается искажение в классе всевозможных квазиконформных отобра­
жений г/=/(ж), /(0) =0, х = (ж,, Хг, х3), у = (у,, у2, у3) единичного 
шара на себя и устанавливается соотношение между модулями плоской и 
пространственной кольцевых областей Греча.

Пусть zz? = <p(z), z = xl-\-ixi, и? = z/j + й/2,—экстремальное <?-ква- 
зиконформное отображение Грёча, т. е. отображение, дающее максимум 
величине р = |/(z) | при фиксированном z, |z| = г, в классе всех д-квази- 
конформных отображений w — /(z), /(0) =0, круга |z| <1 на себя.

Обозначим через z3=<pr(z) конформное отображение, представимое в 
виде цепочки элементарных отображений

г — Г1
1 —zn ’

1
2(n + l/n) ’ z2 = — v) ’ s3 = sn 1 (z2, r)

полукруга |z| <1, Imz >0, на прямоугольник Пг, при котором точки 
—1, 0, г, 1 переходят соответственно в вершины Пг: —К (г) + iK' (г) t 
—К(г), К (г), K(r) + iK'(r). Здесь А (г) и К'(г) —полные эллиптические
интегралы первого рода от к = г и к’ = }'1 — г2. Точно так же через 
гг’з = фр(гг) обозначим конформное отображение полукруга |и>| < 1. 
Im w > 0, на прямоугольник Пр, при котором точки —1, 0, р, 1 переходят 
соответственно в вершины Пр: —А(р) + iA'(p), —А(р), К(р), К(р) -}- 
+ гА'(р). Пусть далее ш3=ф(г3) = ~лг~(г)'Жз К’^г} Уз—аффинное

отображение прямоугольника Пг на прямоугольник ПР.
Тогда экстремальное «/-квазиконформное отображение Грёча представ­

ляется в виде
гу = <р (и) = <p-i - ф - cpr (z), (1>

причем, как показано П. П. Белинским (‘), Р определяется из соотно­
шения

К' (р) .. 1 К' (г)
А(р) «/ К (г) ■

Введем отображение шара |ж| < 1 на себя:

г/ = Ф(ж): z/i it = <p(as! + is),

(2)

« = ₽,
где (s, a, х,), (t, 0, у,) — цилиндрические координаты в пространствах z 
и у соответственно.

Отображение Ф будем называть вращением экстремального д-ква- 
зиконформного отображения Грёча <р.

Тогда имеет место
Теорема 1. Вращение Ф экстремального q-квазиконформного отоб-> 

ражения Грёча ср также является q-квазиконформным отображением.
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Приведем схему доказательства. Так как производная Ф, порождаемая 
вращением <р, равна Im wI Im z, \dz,jdz\ =Imz1/Imz, \dw,ldw\ = 
= Imzwi/Imw и отображение zp1 = <p1(z1) симметрично относительно 
осей координат, то для доказательства теоремы достаточно доказать спра­
ведливость двойного неравенства

Im wi
Im zi с'' max I dw-y

I dzi (3)

в каждой точке квадранта К: {| zt | <1, Rezi >0, Imz, > 0}. 
Подставляя в неравенство (3) из (1) и (2) значение q и ил = cpi(zi) 

в явном виде, преобразуем его к виду

К' (Г)
Im u>i
Imzi

*(р) 
Л (г) • (4)

Справедливость неравенства (4) в К следует из того, что наименьшее и 
наибольшее значения оцениваемой функции достигаются на отрезке 
[0, 1], в точках которого справедливость (4) очевидна.

Введем обозначения

p2.g = max|/(z)|, p„,g = max|/(z)|,
I |z|=r f |x|=r

где максимум берется над классом всевозможных ^-квазиконформных ото­
бражений /, /(0) =0, круга |z| < 1 (соответственно «-мерного, п 3, 
шара |ж| < 1) на себя. Поскольку для р2, g экстремальным является 
Q-квазиконформное отображение Греча, то величина р2,д определяется из 
соотношения (2).

Из теоремы 1 немедленно получаем
Следствие 1. р3, g р2, в.
Так как имеются все основания предполагать, что экстремальное отоб­

ражение для р3, q обладает особой симметрией, то с тем же основанием 
можно сформулировать гипотезу, что р3, q = р2, q и, следовательно, что 
экстремальным для р3,9 является отображение Ф. Более того, есть осно­
вания предполагать, что р„, q = р2,3.

Обозначим далее через G и Dr плоскую и пространственную кольцевые 
области Грёча, т. е. области, полученные из круга |z| < 1 (шара |ж| < 1) 
выбрасыванием отрезка [0, г], через mod2 Gr и mod3Or — 2-модуль Gr и 
3-модуль Dr соответственно. Известно, что

mod2 Gr = А. . (5)

Имеет место следующая
Теорема 2. Функция T’(r) = mod3 Dr /mod2 Gr в интервале 0<г<1 

монотонно возрастающая, причем limvF(r)= 2, lim [ln-.-j- —1 ,2T’(r)=p, 
r-*0 r-»i L 1 r J

где p = 4л_2с, c — некоторая абсолютная постоянная, 1, 03... с 
2,62... .
Доказательство. Вначале докажем, что функция Чт(г) является 

монотонно возрастающей. Пусть г, < г2 и <р — экстремальное отображение 
Грёча Gr, на Gr,. Ввиду (2), с учетом (5), отображение <р является д-ква- 
зиконформным с

_ К' (п) K(r2) mod2Cri
4 К(Г1) К'(к) mod2Gr, ‘
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Но в силу теоремы 1 отображение Ф (вращение отображения ф) DT, на Dri 
также является (/-квазиконформным и, следовательно, по определению ква­
зиконформного отображения,

mods Dr, /mod3 DT1 q. (7)

Теперь соединение (6) и (7) доказывает монотонное возрастание функ­
ции Т’(г).

Рассматривая асимптотическое поведение К'(г)/К (г) при г -> 0 и 
г -> 1 и используя (5) и теоремы 10 и 12 (2), получаем искомые предель­
ные соотношения.

Следствие 2. mod3 DT 2 mod2 GT.
Институт математики Поступило
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