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Множество, наделенное двумя структурами — структурой порядка 
и топологической структурой, — было предметом рассмотрения ряда авто­
ров. В основном были исследованы связи между порядком и топологией 
в Т^-пространствах. Здесь рассматриваются самые общие топологические 
пространства и некоторые их связи с порядком, которым наделен носитель 
пространства. Конечно, если топология более богатая и порядок более 
сильный, то и взаимоотношения могут оказаться более разнообразными.

Введем некоторые обозначения. Пусть (X, р) — упорядоченное мно­
жество, где р является отношением порядка со свойством рефлексивности, 
антисимметричности и транзитивности. Обозначим

х р' уоур х,

хру<=>хру, х у, 

хру^^хру ИЛИ Урх, 

х\\ру (ж||у) не находится в отношении р с у

хр у о х р у или х||у.

Отображение /: (X, р) (У, т) будем называть: а) изотонным, если 
xpy=^i(x) xj(y), б) дуально изотонным, если f(x) xf(y') =>хру, в) гомо­
морфным, если х р y^=> j(x) rf(y).

Подмножества А, В с X, А П В = ф, множества (X, р) будем называть 
упорядоченно разделенными, если для каждой пары х^А, у^В имеет 
место условие хр у или для каждой пары хеА. у В имеет место усло­
вие урх. Если особенно В= {&}, то будем говорить, что множество А 
и точка Ъ упорядоченно разделенные.

Пусть на множестве X даны топология °U и порядок р в обозначении 
(X, -2Z, р). Для ненересекающихся множеств А, В cz X будем говорить, что 
они упорядоченно отделимые, если существуют упорядоченно разделен­
ные окрестности U zz> А, У-'Вв пространстве X.

Определение 1. Топология и порядок р на множестве X согла­
сованы между собой, если удовлетворяют условию: для каждой пары 
я, Ъ е X, для которой существует окрестность 17(a) с X точки а, Ъ &Ц\а), 
существует окрестность У (а), V czU, так что У и Ъ упорядоченно разде­
лены.

Определение 2. Пространство (X, °U, р) называется О0-прост- 
ранством, если для каждой пары a, b е X хотя бы одна точка имеет 
окрестность, упорядоченно разделенную с другой точкой. Пространство 
(X, 67/, р) называется О(-п р о с т р а н с т в о м, если каждая точка пары 
a, Ъ е X имеет окрестность, упорядоченно разделенную с другой точкой. 
Пространство (X, р) называется (^-пространством, если каждые 
две точки упорядоченно отделимые (см. (\ 3, 5_7)).

Очевидны следующие предложения.
Предложение 1. Пусть (A, "UA, рА) —подпространство простран­

ства (X, °U, р) с индуцированными топологией и порядком. Если тополо­
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гия °ll согласована с порядком р, то и топология °UA согласована с поряд­
ком рА.

Пр едложение 2. Пространство (X, °U, р) является ОГпространст- 
вом тогда и только тогда, когда °U — Т{-топология и она согласована с по­
рядком р, где I е {0, 1}.

Предложение 3. Каждое О2-пространство является хаусдорфовым 
пространством, в котором топология согласована с порядком.

Теперь приведем несколько простых свойств упорядоченных про­
странств.

П р е д л ожение 4. Пусть /: (X, °Н, р)(У, Т, т) —непрерывное, 
открытое и дуально изотопное отображение. Если топология 'U согласова­
на с порядком р, то и топология У согласована с порядком т. □

Пре дложение 5. Пусть f: (X, °U, р)-> (У, У, т) —сюръективное 
отображение Т2-пространетва X в Т .-пространство У. Если f открыто и ду­
ально изотопно, то из (^-упорядоченности пространства X следует О2-упо- 
рядоченностъ пространства У. Если f непрерывно и изотопно, то из О2-упо- 
рядоченности пространства Y следует О2-упорядоченностъ пространства 
X. □

Назовем множество A cz (X, Hl, р) возрастающим (убывающим), если 
из а р Ъ, а е А (ар b, b е Л) следует Ъ е А (а^А).

Предложение 6. Пусть (X, <U, р) — хаусдорфово пространство. 
Топология 'U тогда и только тогда согласована с порядком р, когда для 
каждой пары а, & е X, арЪ существуют убывающая окрестность U точки 
а и возрастающая окрестность V точки Ъ, — (окрестности не обя­
зательно открыты) (см. (6)). □

Приведем некоторые примеры топологических пространств, обладаю­
щих структурой порядка.

Пример 1. Дискретное пространство отождествляется с упорядочен­
ным множеством (см. (2)). Оно является (^-пространством.

Пример 2. Топологическая решетка, обладающая 7\-топологией, яв­
ляется пространством, имеющим топологию, согласованную с порядком 
решетки. Заметим, что если топология в топологической решетке (X, б2/, р) 
является ТУтопологией, то (X, р) — (^-пространство.

В дальнейшем будем исследовать некоторые свойства более общих то­
пологических пространств, наделенных отношением порядка, согласован­
ного с топологией. Предположим, что у нас есть два упорядоченных мно­
жества (Х15 р4), (Х2, р2). В множестве Xi (J Х2 = X определим отношение 
pi П рг = р следующим образом:

1°) х р у *=> х р, у, х, у Xi и хотя бы один из элементов х, у принадле­
жит множеству X; \ (Xi П Х2), i = 1, 2;

2°) хр у<=^х р{у Vi е {1, 2}, х, у еX, П Х2;
3°) отношение р транзитивно.
Легко показать, что отношение pi П рг = р является отношением поряд­

ка в множестве X.
Замечание. Порядок на множестве Хг, i = l, 2, индуцированный 

порядком р = pi П Рг множества X, не сильнее порядка р„
Предложение 7. Пусть топологии °И1, согласованы с порядка­

ми pi, р2 соответственно. Если инъекции i: X,—yX,\jX, для i е {1, 2} от­
крыты и Xt U Х2 замкнуто в Xi (J Х2, то топология (J °U2 топологической 
суммы согласована с порядком pj П Рг пространства (Xt U Х2, Hh U 
Pi П Рг). □

Рассмотрим теперь произведение X = П Ха, а^А, топологических 
пространств (Ха, ра) с порядками ра. Пусть пространство X обладает по­
рядком р со свойством

{л:а}р {(/а} "4—^аРаУа» Уа^зз-Л.
Теорема 1. В топологическом произведении X — Ц Ха, с е Л, про­

странств (Ха, 'Т/д, ра) топология °11 согласована с порядком р тогда и толъ- 
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ко тогда, когда топология Н1а каждого пространства Ха, а е А, согласова­
на с порядком ра.

Доказательство. Пусть х — {?„}, у — {уа}, а е А,— две функции 
пространства X, х р у и U — открытое множество, х е U, y^U. Множе- 

"р -1 -в 
ство U является объединением множеств вида П Ж (ТД) где 

i=l ’
Pai ~~ проекция пространства X на пространстве Xai. Должно существовать

18 -1 8
ОДНО Р, пусть это будет Р = б, для которого {ха} П Pa-(Ua.). Пусть 

1=1 г г 
xak^Uak, ylk^Uak, lC7c<i8. Тогда в пространстве X„ft существует 
открытое множество 7^ CZ е 7^, ZakPaky&ak ДЛЯ всех Zak <= Vaft •

8 ’5 -1 8
Множество ^Oft(7afe)n (.0 Рщ(иа.)) искомое.

Обратно, пусть в пространстве (Xs, р») существует окрестность 
С76, Xb^U;,-, уъ<£иь, такая, что в нее нельзя вписать окрестность, упоря­
доченно разделенную с точкой уъ- Берем в пространстве X = f]xa, аеД 

функции х={ха}, у={уа}, аеЛ такие, что ра(х) = ра(у), а=#б, 
ръ(х) = хъ, pt,(y) = уъ. Очевидно, в окрестность р6_1(£Д) функции х нельзя 
вписать окрестность, упорядоченно разделенную с функцией у. □

Теорема 2. Произведение X =/= Д Ха, а еЛ, является СР-прост- 
ранством только тогда, когда каждое из пространств (Xa, Hla, pa), ae.4 
есть СЕ-пространство.

Доказательство. Пусть х, у X — две разные точки, х = 
= у= {Уа}а^А, харауа. Существует 6^/1, ;г6рву5. Берем окрест­
ности UC з ж5, U/ э у5 точек ж6, ув, иръи, и е Ux, v е Uy. Открытые 
множества p(,~l(Ux), pu'tUy5) упорядоченно отделимы. Необходимость 
условия доказывается, как и в теореме 1. □

Займемся теперь фактор-пространствами. Пусть дано пространство 
(X, HI, р) и его фактор-пространство (X*, HI*}, в котором порядок р* оп­
ределим следующим образом:

х*р*у*<=>хр у Vx, у, х<= р~'х*, у е р~'у*,

где р означает каноническое отображение р: X —X* (см. (4)).
Теорема 3. Если порядок р и топология HI согласованы в дискрет­

ном пространстве (X, HI, р) и отношение эквивалентности в пространстве 
X является открытым, то и индуцированные порядок р* и топология Hl* 
согласованы в фактор-пространстве (X*, HI*, р*).

Доказательство. Пусть А*, В* X*— элементы фактор-прост- 
оанства (X*, HI*, р*), где X является дискретным пространством, 
U* А*— окрестность точки А*, не содержащая В*, и А*р*В*. Тогда 
А = p~l(A*) cz p_1(t/*) = U, и С7 ;П В = ф, В ~ р~'(В*). Фиксируем аа е 
е А; для каждого ЬБ^ В существует открытое множество 7а^ э аа, упоря­
доченно разделенное с бр, даже со свойством х р гс7,/. Обозначим 
Wa = f] 7Д. Открытое множество W = (J Wa cz U упорядоченно раз- 

Ъ^В аа^А
делено с В. Следовательно, множество р(Т7) с U*, как канонический об­
раз открытого в X множества, открыто в X* и упорядоченно разделено 
с В*,

В случае Л*||Р*В* доказательство такое же. □
Предложение 8. Пусть отношение эквивалентности в пространст­

ве (X, HI, р) является открытым. Если существует пространство (У, У,т) 
с согласованными топологией и порядком и непрерывные отображения 
f- Х-^ У, g: У->Х*, g°f = p, f изотопно, g дуально изотопно, то тополо­
гия HI* и порядок р* согласованы.
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Доказательство. Пусть А*р*В*, А*В* ее X*, и U* А* — открытое 
множество в X*, не содержащее точку В*. Берем а е £-1(Л*), b е g_1(5*). 
В впишем открытое множество И7, упорядоченно разделенное с Ь.
Множество /“‘(И7) открыто в X, содержит точку а1 е (а) и упорядо­
ченно разделено с точкой В силу предположений классы экви­
валентности, содержащие а' и Ь', различны; обозначим эти классы А п В 
соответственно. Берем множество (р~‘0 р ° /_1) (И7) = V. Из условия х р у, 
х<^ (И7), у^В, следует, что множества р(У) и р(Ъ') — {В*} упорядо­
ченно разделены. Множество p(F) ел U* открыто, откуда следует утверж­
дение предложения. □
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