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С НЕЛИНЕЙНЫМ ПОТЕНЦИАЛЬНЫМ ОПЕРАТОРОМ 

В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком И. II. Векуа 10 IV 1972)

Пусть Л — вещественное гильбертово пространство. Через АД#), 
i = 0,1, 2. обозначим линейные самосопряженные операторы, области опре­
деления/) (А, (1)) которых не зависят от #: Z)(A(#)) = В(А,).

Пусть оператор P(t, х) является потенциалом функционала F(t, х):
F (t, х + Hi)(Р (t, х), Й) = lim

7.-^0
F (t. ,-rl

Исследуются некоторые свойства решения уравнений

АД#)а/ + АД#)я; + Р(#, х) =0,
A0(t)x" + A^t^x'+ A2(t)x + P(t, x) = 0,

(1)

(2)
а также устойчивость процесса определения приближенного решения 
уравнений (1), (2) по методу Бубнова — Галеркпна, где операторы АД#), 
I = 0, 1, 2, удовлетворяют условиям

(АД#) х, х) > а,-1| х ||2, жееГДАД), #=0,1,2,
причем при рассмотрении уравнения (1) предполагается, что at >0, а2 > 
> 0, а в уравнении (2) а0 > 0, at > 0, а2 > 0.

1. Рассмотрим уравнение (1) и соответствующее возмущенное уравне­
ние

[АД#) + ГД#) ]у' + [АД#) + ГД#) ]у + P(t, у) = 6(1, у), (3)
где ГД#), # = 1, 2,—непрерывные на [0, Т] линейные ограниченные опера­
торы, действующие в И; нелинейное возмущение б(#, у) на множестве 
[0, Г] X £0 удовлетворяет условию

]|6(#, у) II б0Х(#, Го), do = const > 0, 
где K(t, Го) — положительная непрерывная скалярная функция на [0, Т], 
a So = {у: ||А2,/!(#)у|| С г0}.

Имеют место следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть существует А/(#) и выполнено условие 

(A2(t)x, х) fS// b2(A2(t)x, х), &2 = const, ж ЕЕ Z) (А*/2) •
Пусть существует dF(t, х) / dt и

dF (t, х) /dt < b2F (#, х), x(=D (F) = D (АД (0)).

Пусть, далее, выполнено условие
II ГД#) 11 + 1+|ГД#)1| + +Т|а1, 0<Т1<1, У#е[0,Г].

Пусть, наконец, х0 = яДО), у0 = у(0) еD(A2'/!).
Тогда для любых решений уравнений (1) и (3) справедливы соответст­

венно неравенства

2 || А’Д Д) х’ ||2 exp {b2 (t — s)} ds + || АД (#Д ||2 + 2F (#, х)
о
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с {|| Ар (0) х01|2 + 2F (0, ж0)} ехр {b2t},

(1 - Ti) II Л1г (*) У' IF ехР W ~ *)} + || 4‘А (0 у ||2 + 2F (t, у) <
О

||| А2г (0) у01|2 + 2F (0, у0) + -2+- max К2 (t, г0)| ехр {3 t},
I г J

где ft = b2 + at / (2а2).
Теорема 2. Лустъ выполнены условия теоремы 1. Пусть оператор 

P(t, х) удовлетворяет условию

(Р (I, х} — P(t,y),x — y)^z р\\ 4Х! (0 (х — у) ||2,
t ЕЕ [0, 7’], х, у ЕЕ S = 5Х П So, = {х : [|^Lg2(^)ж[|:^rx}, р = const. 

Пусть, наконец, F(i, ж) > 0 и существует 4/(0, причем (Ai(t)x, х) 
С b^A^tjx, ж), bi = const > 0, x^D(Ai,!).

Тогда
II А'1 (О [у (t) — % (01II2 • {|| 4|2(0) (г/0 — Хо) IP +С*! шах || Гх (О ||2 +

+ С2 шах || Г2 (01|2 + С36о} ехр {qt}, (4)
i

где q = 6, + 2yt — 2р, Ci = const, i = 1,2, 3.
Следствие. Из оценки (4) следует, что при достаточно малых 

max ||Г;(0 II2, i = 1, 2, 60, ||-417г(0) (уа — х0) || достаточно мало ||41,/!(0 [у(0~ 
— ®(i)JII, следовательно, достаточно малы нормы ||у(0 — ж(011, т. е. если 
решение уравнения (3) существует, то решение уравнения (1) устойчиво 
относительно малых изменений коэффициентов, правых частей и началь­
ных данных (’).

2. Рассмотрим теперь уравнение (2) и возмущенное уравнение

[Л(0 + Го(О1/'+ [4,(0 + Г,(01/ + [A2(t) +rz(t)]y + P(t, у) =
= b(t,y), (5)

где Г,(0, i = 0, 1, 2,—линейные, непрерывные на [0, Г], ограниченные 
операторы; нелинейное возмущение 6(7, у) на множестве [0, Т7] X S2, S2 = 
= {у: ||421/!(£)у|| С г2} удовлетворяет условию

||6 (Z, у) II 62ЛГ2(i, r2), 62 = const 0,

где K2(t, Гг) — положительная скалярная функция из Л2[0, 71].
Теорема 3. Пусть существуют Ai'(t), i = 0, 2, и 

(Ai(t)x,x)^b(Ai(t)x,x), b = const > 0, x ее D(A[!).

Пусть существует dF(t, x) / dt и
dF (t, x) /dt ■<’ bF (t, ж), xe^D (F) = D (422).

Пусть, далее, оператор 4t(0 неотрицателен. Пусть, наконец, существует 
Го'(О и выполнены условия

(Г0'(0ж, ж) <0,
IIГо(011 + 211Г!(011 + НГ2(0Н ™0, 0 < v < 1.

Тогда, если х0 = ж(0), у0 = y(0) <= D (4^(0)), xY — ж'(0), у, = у' (0) е 
gD(4“!(0)), то для любых решений уравнений (2) и (5) имеют место 
оценки

|| 4о,! (0 ж' ||2 + |( 42/2 (0 ж ||2 + 2F (t, ж)
[|| Ж/ (0) жх ||2 + |] Л/ (0) Xi II2 Т 2 Г (0, ж0) ] ехр {ЬТ},
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|| 4? (/) у' ||2 + \\At (!) у ||2 + 2F (t, у) < [|| А? (0) у, ||2 + || А* (О) у0 р +

т
+ 2F (О, у0) 4- (Го(О) У1, У1) + (s, ra)ds] exp ]q-^T f] ,

о
где Ь3 — положительная постоянная.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Пусть на топологи­
ческом произведении [О, Т] X52 Л S3 = {х : ||Л‘/а(£)а:|| < г3}, оператор 
P(t, х) удовлетворяет условию

||P(Z, у) ~ P(t,x)\\^p\\A'^(t)(y — х)\\, р = const> О.

Пусть, далее, F(t, х) 3* 0.
Тогда имеет место оценка для z(t) = y(t) — x(t):

|| Л'2 (t) z' |j2 + || A^ (0 z ||2 С [(1 + v) || A^ (0) z’ (0) ||2 + || A (0) z (0) ||2 +

+ с, II 4о’л (О [Гх (0 - г0 (0 Ло1 (t) A (i)j л0,/г (О |^(Я;[0,Г]) +

+ ~~ II [Г2 (t) — Г0 (£) Ло1(<) А2 (/)] Ла /2 (<) ||вг(Н;[о,Т]) +

+4- (рС*+™ах ||р 0) и2) || г° л°х ® +
71

+ 4 S K*(s’ r^ds\ех₽ {т4г 4 ’ <6)
о

где С±, bi — положительные постоянные.
Если существует решение (5) и достаточно малы величины 

IIл(0)^(0)||, цл*(О)2(О)|), цл^^оЕгао-^(олс-ч^лд^] •
■ o7’G) 11в2(н;[0, Г]), II [Гг(£) ~ Го (t) А о-1 (£) Л 2 (Z) ] Л 2_ ,г (£) ||в2(я; [о, TJ),
11Го(^ло-1(О11 в2(н; [о, т]), 62, то из оценки (6) вытекает устойчивость реше­
ния уравнения (2).

3. Наконец, пользуясь результатами предыдущих пунктов, рассмот­
рим вопрос устойчивости метода Бубнова — Галеркина. Будем считать, 
что область определения операторов Л,-(О пересекается по множеству 2R, 
всюду плотному одновременно во всех трех энергетических пространствах 
Фридрихса Н{, i = 0, 1, 2. Определяя скалярное произведение как

п
[я, ]з = 2 Hi (0 х> У),

2=0

превращаем множество 9R в гильбертово пространство, которое обозначим 
2

через Н3. Обозначим норму в этом пространстве через ||ж||3= ( Zi Цж ||н.) •
4 t=o '

Если Нз не полное, то его можно пополнить.
Возьмем координатную систему {еря} из Н3 и приближенное решение 

п
ищем в виде хп (£) = 2 (0 Фь где коэффициенты (i), k = 1,2,..., п,

k=l
определяются из задачи

(t) С™ (Z) + R^ С™ (t) 4- R^ (0 C(n) (0 4- /„ (t, xn) = 0, 
C(n) (0) = C^n), C'W(O) = Co(n),

где ЯГ(ОНИ{(0Фл,фЖ^ i = 0,l,2, C™ (t) = (c<n) (t), ..., c™ (<))• 
fn (*, xn) = Ш^хп), <рх),..., (P (f, xn), <p„)), а векторы C^, C'0(n) 
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определяются из условия, что д:„(0), хп'(0) являются проекциями элемен­
тов х0, Xi на подпространство, натянутое на элементы <р(, ф2, . . ., <р„.

Обозначим через ГО’Д), i = 0, 1, 2, матрицы возмущения, а через 
dn(t, Хп) — вектор возмущения. Предположим, что вектор bn(t, х„~) на мно­
жестве [О, Т] х Si”’, S?’ = {хп : || <з} удовлетворяет условию

II 6„ (£, хп) \\En<^8K3(t, о),

где б — малое положительное число, характеризующее точность вычисле­
ния вектора хп), K3(t, о) — скалярная функция из Бг[О, Т], а Я„ оз­
начает и-мерное эвклидово пространство.

Обозначим через (t) собственные значения матриц Я(”’ (i), i=0,1, 2. 
Пусть A6(t) = 0. Тогда условие х'(0) = х^ не ставится. Если Н2 — Ht и 
координатная система {tpj <= Н2 сильно минимальна в Я,, то (t) Г- 
>«!? (Z) >«oi (0 >0, а£’ (t) > а$’ (£) > а02 (0 > 0, где функции а01 (/), а02 (() не 
зависят от п.

Теорема 5. Пусть-. 1) операторы i = 1, 2, P(t, ж) и функцио­
нал F(t, х) удовлетворяют условиям теоремы 2; 2) имеет место вложение 
Нг — Нц 3) координатная система » — Я2 сильно минимальна в Нц, 

2
4) хоеЯ(Л2Д; 5) F(O,xo) =0; 6) £ —|| Гр’ (1) ||Е„ < р, 0 < р < 1, 

Vfe[0,Tj.
Тогда процесс определения приближенного решения задачи Коши для 

уравнения (1) по методу Бубнова — Галеркина устойчив на [0, Т].
Рассмотрим теперь устойчивость метода Бубнова — Галеркина для урав­

нения (2). Будем предполагать, что а, > 0, г = 0,1,2, имеют место со­
отношения Я2 — Hi s Яо и система {qx} с= Я2 почти ортонормирована в Яо. 
Тогда 0 < аоо(О aS’ (i) a00(i) при Vt е [0, Г], где функции аОо (£)»
боо(0 не зависят от п.

Теорема 6. Пусть 1) операторы At(t), i = 0, 2, P(t, x) и функцио­
нал F(t, x) удовлетворяют условиям теоремы 4; 2) имеют место вложения 
//■■ е Hi s Яо; 3) координатная система {qx} <= Я2 почти ортонормирована

2
вЯ0; 4) ^оеЯ(Л2),^1еЯ(Лог); 5) Я(0, х0)= 0; 6) || Г^’ (t) ||еп < Pi,

i~0
0О1О, V7GE[0, 71]; 7) первая производная неположительна.

Тогда процесс определения приближенного решения задачи Коши для 
уравнения (2) по методу Бубнова — Галеркина устойчив на [0, У].

Следствие. Из теорем 5, 6 сразу вытекает устойчивость процесса оп­
ределения коэффициентов с(7’ (£), k = 1, 2, . . . , п.

Азербайджанский государственный университет Поступило
им. С. М. Кирова 16 II 1972
Баку
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