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Свободная тепловая конвекция вязко-пластической среды Бингама 
практически не изучена. Имеется работа (j), в которой решена задача 
о конвективном вязко-пластическом течении между вертикальными пло­
скостями, нагретыми до разной температуры. В (2) рассмотрено влияние
магнитного поля на конвективное течение 
проводящей среды. Вопрос о конвективной 
устойчивости, насколько нам известно, ра­
нее не рассматривался. В данной работе 
обсуждается устойчивость вертикального 
слоя бингамовской жидкости, подогревае­
мой снизу. Простая геометрия области 
позволяет получить точное решение за­
дачи.

1. Рассмотрим вертикальный канал, об­
разованный бесконечными параллельными 
плоскостями х = ±h, заполненный жид­
костью Бингама. Жидкость подогревается 
снизу; в состоянии равновесия в ней име­
ется постоянный вертикальный градиент температуры А. При определен­
ных условиях, наряду с равновесием, возможно также и стационарное 
движение среды, которое будем предполагать плоскопараллельным. В этом 
режиме отлична от нуля только вертикальная компонента скорости vz: рас­
пределения скорости, температуры и давления имеют следующую струк­
туру:

щ = п(х), Т = —Az + Q(x), p = p(z) (1)
(расположение осей координат см. на рис. 1).

В основном стационарном движении, соответствующем нижнему уров­
ню неустойчивости, продольный градиент давления равен нулю, а профили 
скорости и температуры находятся из уравнений движения и теплопровод­
ности (штрих означает дифференцирование по х)

-^т' + ^0 = О, Х0"=-Ак, (2)

где р — средняя плотность, g — ускорение силы тяжести, х и £ — коэффи­
циенты температуропроводности и теплового расширения, ат — касатель­
ное напряжение, связанное с градиентом скорости реологическим урав­
нением

т = г» sign v' + uv'; (3)
То — предельное напряжение сдвига, ц — коэффициент вязкости; эти вели­
чины предполагаются не зависящими от температуры.

Введем безразмерные переменные, приняв в качестве единиц расстояния, 
скорости, температуры и напряжения соответственно h, х М, Ah, цх / ^2- 
Тогда получим безразмерные уравнения задачи

х' + R0 = 0, 0" = —и, т = В sign v' + v', (X)
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где R = р^рЛЛ4/ (jx%) — число Рэлея, В = т<Л2(ц%) — безразмерный пара­
метр пластичности.

Граничные условия и условие замкнутости течения запишутся следую­
щим образом:

1
^(±1) = 0, 0(±1) = О, = (5)

— 1

Требуется найти нетривиальное решение нелинейной задачи (4), (5).
2. Основное стационарное движение схематически изображено на рис. 1.

Ввиду нечетности профилей скорости и температуры достаточно рассмот­
реть решение в области 0 х 1. Здесь можно выделить зоны вязкого те­
чения 0 а: < а и b С х '4 1, где т = ±В + и', и пластическую зону 
а < х < Ъ, в которой v = v0 = const, —В В. На каждом из трех участ­
ков можно записать общие решения уравнений (4). Граничные условия 
вместе с условиями непрерывности скорости, напряжения, температуры и 
поперечного теплового потока в точках а и Ь, а также условия т(а) — В, 
х(Ь) = —В, определяющие границы пластической зоны, приводят к системе 
уравнений для нахождения всех постоянных интегрирования и парамет­
ров а, Ъ и оа.

Анализ этой системы показывает, что решение существует лишь при 
условии а = 1 — Ъ (границы пластической зоны симметричны относительно 
точки х = */г). Параметры а и щ определяются из соотношений

г(1 — 2а) (tg га — th га) = 4, (6)

г'о = 245/,!(1 — 2а)_2[г(1 — 2а) + 3(tg га + th га) ]“*; (7)
здесь г = R *. Таким образом, при фиксированных значениях R и В из (6) 
и (7) находятся а и щ.

Зависимость а (г) представлена на рис. 2. На рис. 3 изображена зависи­
мость максимальной скорости щ от числа Рэлея. В предельных случаях 
г > л п г °° из (6) и (7) следуют асимптотические формулы

-------+ + + ••• ’

(8> 

а ~ (6 /R)'1', vo = 24B/R,

3. Приступая к обсуждению результатов, напомним сначала, что в слу­
чае ньютоновской жидкости (5 = 0), кроме тривиального решения, соот­
ветствующего равновесию, имеется еще нетривиальное стационарное ре­
шение при R = л4, причем его амплитуда является, в силу линейности за­
дачи, неопределенной. Критическое значение R = л4 в то же время служит 
границей устойчивости равновесия: при R < л4 равновесие устойчиво, а 
при R > л4 неустойчиво относительно малых возмущений.

В случае среды Бингама при всех R также возможно равновесие. Кроме 
того, как видно из приведенных результатов, в области R > л4 имеется ста­
ционарное решение определенной амплитуды и0. Нетрудно убедиться в том, 
что это стационарное состояние неустойчиво относительно малых плоско­
параллельных возмущений. В самом деле, вводя малые возмущения ско­
рости и температуры и и й, зависящие от времени по закону exp(Xi), по­
лучим амплитудную краевую задачу

2.ц = а" + Вй, ХРй = и + й", и(±1) = й(±1) =0 (9)

(Р = ц/ (р%) — число Прандтля). Эта задача совпадает с задачей для воз­
мущений равновесия обычной ньютоновской жидкости. Ее решение извест­
но: при R > л4 имеется по крайней мере одна неустойчивая мода, соответ­
ствующая положительному вещественному инкременту X.
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Таким образом, найденное стационарное движение с амплитудой v0 не­
устойчиво: линия k0(R) на рис. 3 является «седловой». Что касается рав­
новесия, то в случае бингамовской жидкости оно, очевидно, устойчиво по 
отношению к малым возмущениям при всех R. Это достаточно ясно из фи­
зических соображений: среде Бингама соответствует бесконечная началь­
ная вязкость; возникающие в такой среде малые возмущения равновесия 

всегда затухают. Развиваться могут лишь возмущения с достаточно боль­
шой начальной амплитудой («жесткое» возбуждение).

Итак, в среде Бингама, как и в случае ньютоновской жидкости, крити­
ческим значением числа Рэлея остается R = л4. Однако, в отличие от нью­
тоновской жидкости, при R > л4 неустойчивость равновесия возникает 
лишь под действием конечных возмущений скорости. Если амплитуда воз­
мущения меньше v0, определяемого формулой (7), то это возмущение за­
тухает; если же начальная амплитуда превосходит р0, то такое возмущение 
неограниченно нарастает. С увеличением R пороговое значение амплиту­
ды Ко уменьшается. В пределе при В О имеем и0 -»• 0, и мы приходим 
к известному результату о неустойчивости равновесия ньютоновской жид­
кости относительно малых возмущений при R > л4.

В заключение заметим, что найденное стационарное движение с ампли­
тудой к0, несмотря на его неустойчивость, по-видимому, может быть реали­
зовано в эксперименте. В опытах по наблюдению конвекции в вертикаль­
ных каналах, подогреваемых снизу, обычно (см. (3)) поддерживается ко­
нечный тепловой поток, определяемый мощностью нагревателя. В случае 
бингамовской жидкости этот продольный поток нормирует амплитуду к», 
и при этом должно возникать движение с соответствующим градиентом 
температуры.
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