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1. Топологическое произведение метрического пространства п нормаль­
ного счетнокомпактного пространства нормально (*)•

Теорема 1.1. Произведение секвенциального паракомпакта и нор­
мального счетнокомпактного пространства коллективно нормально.

Напомним, что пространство называется секвенциальным, если всякое 
его подмножество, содержащее предел любой сходящейся последователь­
ности своих элементов, замкнуто. Поскольку всякое метрическое простран­
ство, очевидно, секвенциально, вышеприведенное утверждение А. Стоуна 
является следствием нашей теоремы.

Лемма 1. Пусть X — секвенциальное пространство, а пространство Y 
счетнокомпактно.

Тогда проекция р: X X Y X является замкнутым отображением.
Доказательство. Для произвольного открытого множества U S 

S X X Y положим S = {х е X: p~l (х) £ U} и F = X \ S. Если F не 
замкнуто, то некоторая последовательность {хп е F: п = 1, 2, .. .} схо­
дится к точке х е S. Для каждого п выберем уп е Y так, чтобы точка 
(хп, у„) не лежала в U. Пусть R,„ = {уп: п^ тп}. Счетная система замк­
нутых множеств {[/<„.]: т = 1, 2, . . .}, очевидно, центрирована, поэтому 
найдется у П {[/?,„]: т = 1, 2, ...}. Нетрудно убедиться, что (х, у) 
будет предельной точкой для множества {(хп, у„): п = 1, 2, ...}, но это 
противоречит выбору уп, п = 1, 2, ... Итак, F — замкнутое множество 
и, следовательно, S открыто в X. Очевидно, р~' (5) Е- U, поэтому отобра­
жение р замкнуто.

Система множеств {Fa: с е .1} разделяется в открытом множестве U, 
если найдется дизъюнктная система открытых множеств {Ua: « е Л} 
такая, что при любом аЕ.1 выполняется включение Fa f] U Ua (2).

Л с м м а 2. Пусть система замкнутых множеств {Fa: а е /1} дискретна 
в произведении X X Y, где Y — коллективно нормальное пространство. 
Пусть р — проекция X X Y на X, а точка х е А' произвольна.

Тогда существует окрестность U полного прообраза /ж1 (ж), в которой 
система {Fa-. а ее А} разделяется.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через л проекцию произведения 
X X Y на Y и для каждого а ее Л определим замкнутое мпожестно Фа = 
= л\Fa Г) р~1 (.г)). Дискретная система {Ф,;:не/1} разделяется в Y. 
Пусть {На: 7/а Э Фа, «Е/1} —дизъюнктная система открытых множеств. 
Ua = л-‘(ЯД\(и{^: рЕ/1, р=^а}) и U= (U {Ua: а е А}) U (X X У\ 
\ (U {Fa- и А} )). Легко проверяется, что все множества Ua, а е А, от 
крыты в X X Y и попарно не пересекаются. Далее, Fa Q U Ua при всех 
а е А, а открытое множество U содержит р~1(х). Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Пусть X — секвенциальный пара­
компакт, пространство Y нормально п счетнокомпактно (следовательно, 
коллективно нормально), а система замкнутых множеств {Fa: а е А} 
дискретна в произведении X X Y. В силу леммы 1 проекция р: X X Y-> 
—>~ X— замкнутое отображение, а так как для произвольной точки х^Х 
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полный прообраз />'(./■) содержится в некотором открытом множестве 
U X X У, в котором система разделяется (лемма 2), отсюда следует, что 
паракомпакт X покрывается открытыми множествами, в полных прообра­
зах которых система {Fa-. </. <= /1} разделяется. Завершает доказательство 
лемма 1 из (3).

Пространство называется сильно счетнокомпактным, если замыкание 
любого счетного подмножества является бикомпактом * (4).

* Можно показать, что всякое линейно упорядоченное счетнокомпактное прост­
ранство сильно счетнокомпактпо. 2-пропзведепие бикомпактов — другой пример силь­
но счеттюкомпактпого пространства.

** Напомним, что теснота пространства не превосходит кардинального числа ш, 
если в этом пространстве всякое множество, содержащее замыкание любого своего 
подмножества мощности X ш, замкпуто. Теснота всякого секвенциального простран­
ства. очевидно, счетна.

Теорема 1.2. Произведение паракомпакта счетной тесноты**  и нор­
мального сильно счетнокомпактного пространства коллективно нормально.

Достаточно доказать следующую лемму.
Л е м м а 3. Пусть теснота пространства X счетна, а пространство Y 

сильно счетнокомпактно.
Тогда проекция р: X X YX является замкнутым отображением.
Доказательство. Пусть U открыто в X X У, и S = {х е X: 

р~'(х) 2= U}. Убедимся, что S открыто. Действительно, если ото не так, то 
найдется точка т 5. которая .лежит в замыкании некоторого счетного 
множества {х„ е Х\5: п = 1, 2, . . .}. Для каждого п возьмем уп е У так, 
чтобы точка (х,„ у„) не лежала в U. Зафиксируем базу окрестностей 
'точки х\ о = {Ул с е Е}. Для любого определим счетное множество

= {У Бикомпакты g е Е, образуют центрированную
систему. Пусть j/ef] {[ДД: St Д. Окрестности ТУ е о и Н точек х и у 
соответственно таковы, что УЕз X II U. Найдется Н. Легко
видеть, что (х,,, У,-,) е U. Полученное противоречие доказывает лемму.

Замечание 1. Пусть х е [j-V\Х (N — счетное дискретное простран­
ство). X = У U {х} и У = рУ\{х}. Тогда теснота X, очевидно, счетна; 
пространство У счетнокомпактно, а проекция произведения X X У на X 
не является замкнутым отображением.

Заме ч а и п е 2. Произведение бикомпакта и нормального сильно 
счетнокомпактного пространства Фреше — Урысона (следовательно, сек­
венциального) может не быть нормальным пространством ((5), стр. 178; 
(3); (6), теорема 2.1). Заметим также, что произведение паракомпакта с 
точечно-счетной базой и сепарабельного метрического пространства не обя­
зательно нормально (’).

Пусть ш — бесконечное кардинальное число. Напомним, что простран­
ство называется Ш-компактным (инициально компактным вплоть до мощ­
ности П1 ((8), стр. 35)), если любое его открытое покрытие мощности ^ш 
содержит конечное покрытие. Далее, назовем пространство сильно ш-ком­
пактным, если замыкание любого его подмножества мощности биком­
пактно. Ш-Секвенциальные пространства — это в точности факторные об­
разы пространств, характер которых в каждой точке не превосходит ш (9).

Лемма 4. Пусть X — ш-секвенциалъное пространство, а пространст­
во У ^-компактно.

Тогда проекция р: X X У->- X является замкнутым отображением.
Следствие (S. Hanai, (10)). Если характер пространства X в каж­

дой точке не превосходит ш, а пространство У w-компактно, то проекция 
произведения XX У на X замкнута.

Теорема 1.3. Произведение «i-секвенциального паракомпакта и нор­
мального til-компактного пространства коллективно нормально.

Л е м м а 5. Пусть теснота пространства X не превосходит ш, а прост­
ранство У сильно т-компактно.

Тогда проекция р\ X X У —> X является замкнутым отображением.
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Теорема 1.4. Произведение паракомпакта, теснота которого не пре­
восходит ш, и нормального сильно т.-компактного пространства коллективно 
нормально.

2. Теснота конечного произведения бикомпактов счетной тесноты счот- 
на (“). Отсюда сразу же следует, что теснота счетного произведения про­
странств точечно-счетного типа и счетной тесноты счетна. Как известно, 
полные в смысле Чеха пространства являются пространствами точечно­
счетного типа, поэтому теорему 1 из (3) можно сформулировать следую­
щим образом.

Теорема 2.1. ^-произведение полных (в смысле Чеха) паракомпак­
тов, теснота каждого из которых счетна, коллективно нормально.

Следствие 1. ^-Произведение полных паракомпактов, являющихся 
пространствами Фреше — Урысона, коллективно нормально.

С л е д с т в и е 2. ^-Произведение наследственно сепарабельных пол­
ных финально компактных пространств коллективно нормально.

Замечание 3. Легким следствием теорем 1.2 п 2.1 является сле­
дующее

Утверждение. 12-Произведение перистых паракомпактов счетной 
тесноты коллективно нормально, если только все сомножители, за исклю­
чением, быть может, счетного числа, бикомпактны.

Пространство * называется псевдопаракомпактным, если в каждое его 
открытое покрытие можно вписать открытое покрытие такое, что сумма 
любых двух пересекающихся его элементов содержится в некотором эле­
менте исходного покрытия (12, 13). Пространство почти псевдопаракомпакт­
но, если в каждое его открытое покрытие можно вписать открытое покры­
тие так, что любые две точки, лежащие в объединении пересекающихся 
элементов вписанного покрытия, содержатся в некотором одном элементе 
исходного покрытия (14, 15). Пространство X почти псевдопаракомпактно в 
том п только в том случае, когда семейство всех окрестностей диагонали 
A cz X X X является равномерностью на X (ll, 1а)- Всякое почти псевдо­
паракомпактное пространство коллективно нормально (14). 2-Произведе­
ние, не совпадающее с произведением пространств, пе может быть псевдо­
паракомпактным пространством (и тем более не паракомпактно). Доказа­
тельство следующей теоремы аналогично (2), стр. 790, но использует фак- 
торизационную теорему Р. Энгелькинга ((16), стр. 224), а также тео­
рему 2.1.

* Рассматриваются ТТ-пространства.

Теорема 2.2. ^-Произведение полных финально компактных про­
странств, теснота, каждого из которых счетна, почти псевдопаракомпактно.

Следствие (2). ^-Произведение полных сепарабельных метриче­
ских пространств почти псевдопаракомпактно.

В заключение выражаю глубокую благодарность В. И. Пономареву за 
внимание к работе.
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