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МАТЕМАТИКА

В. И. ЗУБОВ

ПОСТРОЕНИЕ УПРАВЛЕНИЙ В ЗАДАЧАХ ПРЕСЛЕДОВАНИЯ
(Представлено академиком Н. II. Красовским 2 VII 1971)

В настоящей заметке указываются необходимые и достаточные усло­
вия разрешимости задачи преследования, а также дается конструкция оп­
тимальных управлений.

Пусть заданы две управляемые системы, описываемые линейными диф­
ференциальными уравнениями вида

хц = PiXj + QiUi + У,, i = 1, 2, (1)

где Xi — вектор фазового состояния z-й системы, имеющий размерность 
Ut — вектор управлений, имеющий размерность ц.

Будем считать, что элементы матриц Р,, Q,, а также векторов Ег заданы 
при t > 0, вещественны, непрерывны и ограничены.

Обозначим через х? = xt при t = 0 начальное состояние и через хДТ) = 
= Xi при t = T— конечное состояние управляемых систем (1). Будем счи­
тать, что компоненты векторов щ являются функциями времени с сумми­
руемым квадратом на промежутке преследования [0, 21].

Определение 1. Будем говорить, что задача преследования при 
движении из начальных состояний х°, ,й’ разреши ма на проме­
жутке [0, Т], если при любом выборе управления и3 существует управ­
ление Ut такое, что будут выполнены условия

EExi — Н2х2 при t = Т, (2)

где Hi и Н2 — некоторые постоянные матрицы, размерности s X щ, s — 
число строк, щ — число столбцов.

Определение 2. Будем говорить, что задача преследования раз­
решима из любого начального состояния х/, если при 
любом выборе управления и2 найдется управление Ui такое, что имеет 
место (2).

Пусть Y, — фундаментальная система решений для линейной системы

Х{ = PiXi. (3)
Yi = Ei при t =0, где Et— единичные матрицы. Положим Л4(0, Т) = т
= BiB*dt, где В г = Yr'Qi. ПоложимJо

т
li = Yi(T')-[xai + ^ Y^Fidt].

о

Теорема 1. Для того чтобы задача преследования из начального со­
стояния х°, х2° была разрешима на промежутке [0, У], необходимо и до­
статочно, чтобы столбцы матрицы Я2У2(7’)А2(0, Т) и вектор — Н2%2) 
располагались в линейном подпространстве, натянутом на векторы, обра­
зующие столбцы матрицы HlYi(T)Ai(0, Т).

Замечание. Не ограничивая общности, можно считать, что ранг мат­
риц Hi совпадает с s.
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Теорема 2. Для того чтобы задача преследования была разрешима из 
любого начального положения xt° на промежутке [О, Т], необходимо и до­
статочно, чтобы ранг матрицы H1Y1(T)Ai(Q,T) совпадал с s.

Введем в рассмотрение функцию L=L(xi(T), ж2(Т)). Поставим во­
прос об отыскании оптимальных стратегий и°, осуществляющих решение 
задачи преследования и удовлетворяющих условию

L (а?! (Т, и°), х2 (Г, u®)) = min max L (ay (T, ux), x2 (T, w2)) =
U1 U2

= max min L (x1 (T, Uj), x2 (T, u2)),
U2 Ui 

где ay = #,(£, и{) есть решение системы (1) с начальным условием х° и 
управлением щ = Ut(t).

Теорема 3. Если функция Ф(щ, z2) = Л(£+У(Т)-A(0, T)Zi; 
g2 + YJT) -Л2(0, T) -z2) имеет седловую точку z^, z2° на линейном много­
образии

Н^ + Н^ДТ)АД0, T)zl=H^2 + H2Y2(T)A2(Q, T)z2, 

так что Ф(31°, z2) ^Ф(21°, z2°) <ф(г1; z2), то оптимальные стратегии и° 
существуют и могут быть представлены в форме-.

Ui —Bizi vit i = 1, 2, (4)

где В’,—■ как и выше, матрица, транспонированная по отношению к В,, 
векторы Vi имеют суммируемые с квадратом компоненты и удовлетворяют 
условию

т
Bfli dt = О

о

и в остальном произвольны.
Замечание. Теорема 3 дает конструкцию программных управлений, 

являющихся оптимальными стратегиями. Если с помощью этих стратегий 
рассчитать центр преследования

xi{T) = t1-YY1(T).A1 (0, T)-zl

то можно построить в ряде случаев также синтезированное управление, 
линейное относительно Xi.

Теорема 4. Если выполнено условие теоремы 3 и столбцы матрицы 
Вх* линейно независимы на любом интервале [t, Т], где t е [О, Т], то мож­
но указать вариант оптимальной стратегии в синтезированном виде

ui = МХ1 + N, (5>

где
М = - В^А? (t, T)Y?(t),

т
N = В[А? (t, Т) ■ [ух (Т) X. (Т) - J УГ1 (т) F± (т) dx].

t
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