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О ПОЛНОТЕ И БАЗИСНОСТИ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Через Ar обозначим пространство всех однозначных и аналитических 
в круге | z | < К, ОсК^оо, функций с топологией компактной сходи­
мости.

Пусть последовательность всех целых неотрицательных чисел разбита 
на две части {v„} и {ц„} так, что vs р*, s, к = 0, 1, . . ., и каждое число 
принадлежит только одной из последовательностей {v„} и {ц.}. Рассмот­
рим теперь систему

{z“n} U {z'nF^n'' (z)}, (1)

где F (z) Ar, полнота которой в Ап изучалась ранее в ('). Из известных 
результатов, касающихся проблемы о двух точках (2), в этой заметке мы 
получим некоторые новые (по сравнению с (*)) критерии полноты в Ап 
системы (1). Для одной специальной системы вида (1) удается получить 
также условия, при которых она образует в А1{ квазистепенной базис (3).

1. Предположим, что некоторый линейный непрерывный функционал 
аннулируется на всех функциях системы (1). Следовательно (4), сущест­
вует такая последовательность комплексных чисел {у,} s=0, для которой 
lim (| ys |)1/s = I < R, что

= 0, n = 0, 1, . . ., (2)

и

V F™ (0) k\
& k\ ' (/■; — ¥ )! U’ 1,... (3)

(Учитывая (2), суммирование в (3) следует вести только по тем значе­
ниям к, к \п, которые не совпадают ни с одним из щ).

Рассмотрим теперь функцию

ф (z) = 2
л=о

F^ (0)
к\ 4kZk-

-----/| F^ (0) 1 I
Так как lim | ук 1, то <p(z)e4r, где г > 1. Кроме

того, соотношения (2) и (3) равносильны, очевидно, тому, что

ф^пДО) =0, <p(vJ(l) =0, п = 0, 1, . .. (4)

Как известно, система (1) полна в AR тогда и только тогда, когда из 
(2) и (3) следует, что ys = 0, s = 0, 1, . . . Поэтому, как видно из (3), если 
система (1) полна в Ая, то необходимо

E(v А (0)^0, n = 0, 1, ... (5)

Условие (5) является, очевидно, и достаточным в том случае, когда мно­
жество {у„} конечно.
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Предполагая всюду в дальнейшем множество {vj бесконечным, мы 
должны заключить, что верна

Лемм а. Если проблема (4) о двух точках имеет лишь тривиальное 
решение (т. е. <p(z) = 0), то при выполнении условия (5) система (1) пол­
на в Ar.

Отсюда, учитывая результаты работы (2) (см. также (5)), мы получаем 
•следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть F(z) е Дв,
/ v ! х1^

limos= lim /-------------------1 = а < 1

и выполнено условие (5).
Тогда система (1) полна в AR.
Теорема 2. Пусть F(z) —целая функция, выполнено условие (5) 

и lim <ъ = °°, а л8 = min щ.
S—»О0
Тогда в случае

^(Vfe)(0)

(vA _ 1)!

оо

и 2
система (1) полна в любом AR.

Теорема 3. Если F (z) — целая функция порядка р, выполнено усло- 
—— In v

■вие (5) и max (1, р) lim-j—— <^х>,то система (1) полна в любом AR

cR^l.
(0)

2. Пусть F (z) = 2i —р—zV' s Ar, R < «>, и Vn = pn, где p — фикси- 

рованное натуральное число. Найдем теперь условия, при которых соот­
ветствующая система (1) образует в A,t квазистепенной базис. Другими 
словами (см. (3)), нас интересуют условия, при которых оператор Т, оп­
ределяемый соотношениями 

Tzh = zh, pn,
(6)

может быть линейно и непрерывно расширен (см. (3, 6, ’)) до изоморфиз­
ма Ar на себя.

Поскольку матрица [£<, &];%=(> оператора Т в степенном базисе {z^jiXo 
пространства АП имеет нижнетреугольный вид, то в случае существования 
непрерывного оператора 71"1 необходимо должно быть

lim(|F(pn>(0)|)1/pn= 1. (7)

Предполагая, наоборот, условие (7) выполненным и определив изо­
морфизм Т! пространства AR соотношением

С© оо

W) = л 2 kzi = 2 fizi + 2 fPnF(pn) (0) zpn,
i—0 i^ps n=o

мы, очевидно, получим

2 hzi + 2-zi- • 2 wpn 
i^ps 0 ' 7 n=0 '
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(f(z)—произвольная функция из Ап). Поэтому, если функция’

Ф(2)= 2 ~/пН| не имеет в круге |z| <R нулей, то оператор Т
k=0 ’’

имеет непрерывный обратный Т~1 = Т2Тг\ где

Следовательно, верна

Теорема 4. Если

система
{z*}

оо

где

оо

не имеет в круге | z | < R нулей, та-

U {zpn^(pn)(z)} 

p{pk) (О z.k
W

к рп\ к, п~0, 1,...,

образует в Ап квазистепенной базис тогда.

у

и только тогда, когда

F(pn)(0)=£0, п = 0,1,..., и lira (| 7^(рп) (0) |)1/pn = 1.
П—►ОО

3. Аналогично тому, как это сделано выше, мы легко убеждаемся также 
в справедливости следующих утверждений.

Теорема 5. Если F (z) е то система
ОО

и {2

полна в Ая е том и только том случае, когда F(vn} (0) =£ 0, п = 0, 1, .. . 
оо
5-, (0)

Теорема 6. Пусть F (z) = 2j —z'pk -= Ar и R<^oo. Система 
k=0 ’

oo
{zk} U I 2 'Л(рт)!0) zPS] ' кфрп-, k,n = 0,l,...,

образует в Ал квазистепенной базис тогда и только тогда, когда R =С 1?
F<ps)(0) -А 0, s = 0, 1,. . . , и lim ( 1 1 ) = 1-
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