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THE SCHRÖDINGER EQUATION WITH THE GAUSSIAN POTENTIAL 
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Предложен приближенный аналитический метод решения уравнения Шредингера с гауссовым потенциалом. Суть ме-
тода состоит в представлении искомой волновой функции в виде суперпозиции волновых функций точно решенной за-
дачи. Также в целях контроля точности задача была решена численным способом в импульсном представлении. 
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The approximate analytical method for solving the Schrӧdinger equation with the Gaussian potential is proposed. The essence 
of the method is to represent the wave function as a superposition of wave functions of exact solving problem Also, in order to 
control the accuracy, the problem was solved numerically in the momentum representation.  
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Введение 
Для моделирования короткодействующих 

взаимодействий в нерелятивистской квантовой 
теории широко используется уравнение Шредин-
гера с гауссовым потенциалом [1]–[6] 

2
0( ) exp( ),U r V a r           (0.1) 

где 0 0V   – глубина потенциала, 0a   – пара-

метр, характеризующий его ширину. Для реше-
ния этой задачи были предложены различные 
приближенные аналитические и численные ме-
тоды [1]–[6]. В данной работе предложен новый 
приближенный аналитический метод решения 
уравнения Шредингера с потенциалом (0.1), ос-
нованный на представлении искомой волновой 
функции в виде суперпозиции волновых функ-
ций трехмерного гармонического осциллятора. 
Этот метод, в отличие от других, может быть 
применен для решения релятивистских уравне-
ний с потенциалами аналогичными (0.1). Реше-
ния найдены в случае связанных состояний.  
 

1 Приближенный аналитический метод 
Парциальное уравнение Шредингера в сфе-

рических координатах для произвольного орби-
тального момента частицы имеет вид [7] 
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где m  – масса частицы,   – приведенная посто-
янная Планка, r  – координата, ( )l r  – волновая 

функция, ( )U r  – потенциал, 0E   – энергия 

частицы, 0,1,2,...l   – орбитальное квантовое 
число. Приведем уравнение (1.1) c потенциалом 
(0.1) к безразмерному виду. Для этого выполним 
замену переменной и энергии по формулам 
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где   – безразмерная переменная, 0   – без-

размерный спектральный параметр. В результате 
получим уравнение 
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где 2
02 .q a mV   

Решение уравнения (1.2) будем искать в виде 
суммы 
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     (1.3) 

где ( )l
n   – парциальные волновые функции 

трехмерного гармонического осциллятора [8], 

2 ! ( 3 2 )l
nN n l n     – нормирующий мно-

житель, ( )z  – гамма функция, 1/2 ( )l
nL z  – обоб-

щенный полином Лагерра [9], nC  – неизвестные 

постоянные коэффициенты. Выбор количества 
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слагаемых в сумме (1.3) обусловлен точностью, с 
которой нужно найти решение. Подставив (1.3) в 
уравнение (1.2), умножив полученное таким об-
разом равенство на ( )l

k   и затем проинтегриро-

вав его на полуоси [0; )  , получим: 
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Для упрощения равенства (1.4) воспользуемся 
уравнением Шредингера в безразмерных пере-
менных в случае трехмерного гармонического 
осциллятора, выразив из него вторую производ-
ную волновой функции: 
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 (1.5) 

Заменив в равенстве (1.4) вторую производную 
функции ( )l

n   правой частью уравнения (1.5), 

выполнив замену переменной 2 ,t   а также 

учитывая условие ортогональности обобщенных 
полиномов Лагерра [9], получим следующую 
систему уравнений для коэффициентов :nC  
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В равенстве (1.6) использованы следующие обо-
значения для интегралов: 
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– при 0n   или 0k   
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а также 
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где ( ) (5 2 ) !,g n n l n     2 1( , , ; )F a b c z  – гипер-

геометрический ряд, .i j  – дельта-символ Кроне-

кера [9]. Значения интегралов (1.7) взяты из [10]. 
Таким образом, задача о решении уравнения 

Шредингера (1.1) с потенциалом (0.1) в случае 
связанных состояний сведена к задаче о нахож-
дении собственных значений   линейной алгеб-
раической системы однородных уравнений 
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Результаты нахождения   для некоторых значе-
ний орбитального момента и 0,005q   приведе-

ны в таблице 1.1. 
Как видно из таблицы, для указанного зна-

чения q существуют состояния до 7.l   Вычис-
ления показывают, что при увеличении q коли-
чество состояний уменьшается. Это естественно, 

 

Таблица 1.1 – Собственные значения ,  найденные приближенно аналитически 
M l 

 
n 

300 600 1200 
1 0,797388006692130 0,797388006692108 0,797388006692111 
2 0,553887457151760 0,553887457151750 0,553887457151752 
3 0,345015684742373 0,345015684819078 0,345015684819068 
4 0,175228714966775 0,175229048241779 0,175229048243878 

0 

5 0,052202862855601 0,052522311841011 0,052522779950358 
1 0,668962196177320 0,668962196176221 0,668962196177254 
2 0,442295685076343 0,442295685076715 0,442295685076913 
3 0,252234946770758 0,252234952063932 0,252234952063506 
4 0,104599176941210 0,104611683610239 0,104611684774289 

1 

5 0,007846098905027 0,011733398009518 0,011860935223178 
1 0,214944363991333 0,214944365068264 0,214944365068257 5 
2 0,067320876652722 0,067328054279784 0,067328056076097 

6 1 0,118768189153335 0,118768251153473 0,118768251154782 
7 1 0,031312330222893 0,031315796089122 0,031315798724903 
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Рисунок 1.1 – Волновые функции первых трех состояний 

 
так как согласно (1.2) величина q обратно про-
порциональна глубине потенциала 0V , а с ростом 

глубины число энергетических уровней возрас-
тает. Графики волновых функций для 2,l   по-
казаны на рисунке 1.1.  

Для построения графиков волновых функ-
ций было использовано выражение (1.3). При 
этом количество слагаемых в сумме было выбра-
но равным 300. 
 

2 Численный метод 
Для проверки точности рассмотренного ме-

тода мы также найдём решение уравнения Шре-
дингера с потенциалом (0.1) в импульсном пред-
ставлении [8] 
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Коэффициенты разложения a ( , ')l k k  в уравнении 

(2.1) определяются по формуле 
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где 1 2 ( )lI z  – модифицированная функция Бес-

селя [9]. Волновая функция в импульсном пред-
ставлении связана с волновой функцией в коор-
динатном представлении интегральным преобра-
зованием: 

0
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где ( )lj z  – сферическая функция Бесселя [9]. 

Коэффициенты a ( , ')l k k  для первых трёх l  име-

ют вид 
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Таблица 2.1 – Собственные значения ,  найденные решением уравнения Шредингера в импульс-
ном представлении  

Метод прямоугольников l n 
N = 30 N = 60 N = 90 

1 0,797388006726273 0,797388006692112 0,797388006692111 
2 0,553887457585389 0,553887457151757 0,553887457151759 
3 0,345015689266612 0,345015684819084 0,345015684819085 
4 0,175229080177297 0,175229048243896 0,175229048243894 

0 

5 0,052440491069795 0,052522779990877 0,052522779993554 
1 0,668962196239081 0,668962196177262 0,668962196177261 
2 0,442295685889170 0,442295685076919 0,442295685076918 
3 0,252234961928702 0,252234952063518  0,252234952063518 
4 0,104613508887479 0,104611684774312 0,104611684774313 

1 

5 0,012860582741014 0,011862582930241 0,011862302764435 
1 0,214944365133800 0,214944365068268 0,214944365068266 5 
2 0,067328124317414 0,067328056076143 0,067328056076143 

6 1 0,118768250897164 0,118768251154786 0,118768251154786 
7 2 0,031315799093730 0,031315798725291 0,031315798725289 
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Решение интегрального уравнения (2.1) было 
получено методом прямоугольных квадратур 
[11]. Результаты вычисления значений   для не-
которых l при 0,005q   показаны в таблице 2.1. 

Для сравнения точности методов нахожде-
ния   результаты приведены в таблице 2.2. 

 
Таблица 2.2 – сравнения точности нахожде-

ния спектрального параметра    
Приближенный метод Численный метод l n 

M = 300 N = 90 
1 0,797388006692130 0,797388006692111 
2 0,553887457151760 0,553887457151759 
3 0,345015684742373 0,345015684819085 
4 0,175228714966775 0,175229048243894 

0 

5 0,052202862855601 0,052522779993554 
1 0,668962196177320 0,668962196177261 
2 0,442295685076343 0,442295685076918 
3 0,252234946770758 0,252234952063518 
4 0,104599176941210 0,104611684774313 

1 

5 0,007846098905027 0,011862302764435 
1 0,214944363991333 0,214944365068266 5 
2 0,067320876652722 0,067328056076143 

6 1 0,118768189153335 0,118768251154786 
7 1 0,031315799093730 0,031315798725289 

 
Сравнивая результаты, полученные двумя 

способами, можно сделать вывод о высокой эф-
фективности приближенного метода. Анализ 
решений показал, что метод эффективен для зна-
чений 810 .q   

 
Заключение 
Таким образом, в работе был предложен 

приближённый аналитический метод нахожде-
ния энергетического спектра связанных состоя-
ний частицы в случае потенциала Гаусса. Основ-
ная идея метода состоит в представлении иско-
мой волновой функции в виде суммы волновых 
функций трехмерного гармонического осцилля-
тора с неизвестными коэффициентами и сведе-

нии уравнения Шредингера к линейной алгеб-
раической системе уравнений для этих коэффи-
циентов. В целях контроля за точностью также 
получено численное решение уравнения Шре-
дингера с потенциалом (0.1) в импульсном пред-
ставлении. Сравнение результатов продемонст-
рировало эффективность предложенного метода. 
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